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Abstract: The relationships among various quantum automata are clarified, and in particular, variously equivalent 
characterizations of quantum automata are established. The G-quantum automata, g-quantum automata, (generalized) 
quantum automata, G-quantum grammars and g-quantum grammars are presented, and their connections to some of 
the other existing quantum automata are expounded. Under a certain condition, the equivalence between the 
G(g)-quantum automata and G(g)-quantum grammars is discussed. Therefore the problem of quantum grammars 
generating quantum regular languages is solved. The relation between quantum and regular languages is dealt with, 
and particularly, two open problems proposed by Gudder are answered. Finally, the method of decreasing the 
dimensions of spaces of states on quantum automata is given. 
Key words: Hilbert space; quantum computation; automata; grammar; regular language 

摘  要: 澄清了各类量子自动机之间的相互关系,并给出了量子自动机的各种等价刻画定理.引入 G-量子自动

机、g-量子自动机、(广义)量子自动机及 G-量子文法和 g-量子文法,并阐明了它们与其他量子自动机之间的等

价关系.在一定条件下讨论了G(g)-量子自动机与G(g)-量子文法的等价性,从而解决了关于量子文法产生量子正

规语言的问题.讨论了量子语言与正规语言的关系,特别是回答了 Gudder 提出的两个公开问题.最后,给出了一

种减少状态空间维数的方法. 
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量子计算机的研究已有近 20 年的历史.早在 20 世纪 80 年代初,Benioff[1]和 Feyman[2]就提出了量子计算机

的思想.其后,Deutsch[3]将他们的思想形式化,并引入了量子 Turing 机的概念.特别是 Shor[4]在 1994 年给出了大

数分解的多项式时间算法,Grover[5]1996 年为模式识别和数据挖掘发展了更快速的量子算法之后,量子计算的

研究日益活跃[6].然而,过去人们关注较多的是量子算法、量子逻辑门和量子复杂性理论(见文献[6,7]),而对最基

本的量子自动机理论的研究相对较少.最近,Moore 等人[8]、Gudder[9]、Kondacs 和 Watrous[10]从不同的角度对此

作了初步的研究(关于文献[8,10]中量子自动机的关系可参见文献[11]).我们知道,经典的有穷自动机一般由状

态集、输入字母表和一个转移关系构成,当输入一个字符之后,由转移关系决定状态的转移.量子有穷自动机的

状态集一般由有穷个状态的任意次叠加构成,而每次状态的转移有一个转移幅度(amplitude).其实,转移关系可

由算子或矩阵表示[8].由于量子逻辑门与酉算子或酉矩阵有紧密联系[6](事实上,量子力学中的一个基本假设是

状态的演化由酉变换来描述[12]),所以通常要求状态转移由酉算子或酉矩阵决定.若不要求转移有酉性,则称其

为广义的.实际上,存在经典的有穷自动机的转移关系不能由酉矩阵表示[8]. 

形式上,一个量子有穷自动机一般是五元组 ),,,,( 0 FUsH Σ ,其中 H 是有限维复 Hilbert 空间; 是初始状态

(通常是单位向量);
0s

Σ 是有穷输入字母表,且对任意 )(, xUx Σ∈ 是 H 上的酉算子或酉矩阵;F 是 H 的子空间(终结

状态).若不要求U 是酉的,则称其为广义量子有穷自动机.由(广义)量子有穷自动机识别的语言为(广义)量子

正规语言(它们是 到[0,1]和[0,

)x
∗Σ

(

∞ ]的函数).粗略地说,文献[8]主要研究了(广义)量子正规语言的基本性质以及

与正规语言的关系,并用正规量子文法刻画了广义量子正规语言(参见文献[8]中的 Theorem 20),但是如何用量

子文法刻画更为重要的量子正规语言仍未解决.Gudder[9]主要研究这类语言的截断函数的性质,但只讨论了

为酉算子的情形.本文第 1 节主要介绍文献[8,9]关于量子有限自动机的主要工作.为了便于讨论,第 2 节用

算子代替矩阵引入 G(g)-量子自动机 ,特别是提出了仅有有限个状态的(广义)量子自动机,并在一定条件下

( )分别证明了 G-量子自动机与广义量子自动机以及 g-量子自动机与量子自动机等价,从而给出了

文献[8,9]中的量子自动机的一个刻画.第 3 节引入 G(g)-量子文法,并在 的条件下证明它们与 G(g)-

量子自动机识别的语言等价.这不仅解决了用量子文法刻画量子正规语言的问题

)(xU

∈s0
⊥FF U

⊥∈ FFs U0
[8],而且给出了文献[8]中的正

规量子文法的一个等价刻画.最后一节讨论了各种量子语言与正规语言的关系,特别是命题 4.2 解决了 Gudder

在文献[9]中提出的两个公开问题(参见文献[9]中的 Problem 15和 Problem 16),即是否存在非正规的量子语言或

η -量子语言及是否存在正规语言但非量子语言,并得到了 G(g)-量子自动机的转移算子族的一个刻画,给出了

减少 G(g)-量子自动机状态空间的维数的方法(见定理 4.4).另外,我们假定读者熟悉 Hilbert 空间的基本理论. 

1   量子有穷状态自动机和 q-自动机 

Moore 与 Crutchfield 在文献[8]中提出了量子有穷状态自动机和广义量子有穷状态自动机. 
定义 1.1[8]. 量子有穷状态自动机 Q 由以下 5 部分组成: 
(a) 复有限维 Hilbert 空间; 
(b) 一个初始状态向量 Hs ∈0 且 12

0 =s ; 

(c) H 的一个子空间 F (终结状态); 
(d) 有穷输入字母表 Σ ; 
(e) 任意 Σ∈x ,存在一个酉的转移矩阵 Ux.称被 Q 识别的语言 [0,1]为量子正规语言,定义为:任意

,

→∗Σ:Qf

∗∈ Σ=ω nxxx ...21

2

01
...)()( sUUFP xxQ n

=ωf ,其中当ω=ε (ε表示空串)时,令 Uε=E(单位矩阵). 

值得指出的是,上面的运算应理解为在 H 的某一给定正交规范基下进行,如 s0 为在该基下的坐标.若上述定

义中矩阵 Ux 未必是酉的,则称 Q 是广义量子有穷状态自动机,相应地,称 f Q 为广义量子正规语言.文献[8]证明了
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存在正规语言不是量子正规语言,但所有正规语言都是广义量子正规语言.当每个矩阵 Ux 的每行元素非负且其

和为 1 时,得到一个随机自动机[10],但这时它未必是量子有穷状态自动机.文献[8]讨论了正规量子文法与广义量

子正规语言的等价关系,但仍不知如何建立量子文法与量子正规语言等价. 

Gudder 在文献[9]中提出了所谓的 q-自动机和广义 q-自动机.实际上,其“广义”仅指初始状态与终结状态的

关系,即 . ⊥∈ FFs U0

定义 1.2[9]. q-自动机是指五元组 =A ),,,,( 0 FUsH Σ ,其中 FsH ,,, 0 Σ 的定义见定义 1.1,任意 Σ∈x , U 是

H 上的酉算子,且 ,否则称 A 是广义 q-自动机. 

)(x
⊥∈ FFs U0

Gudder[9]主要研究了η-量子语言 })()(: 2
0 ηωΣω <∈ ∗ sUFP

)(

{ 和量子语言 的性质,并证

明存在正规语言但不是 η- 量子语言 , 其中 0≤η<1,

})(:{ 0 FsU ∈∈ ∗ ωΣω

)|ω()...( |1 ωωω UUU = , ||ω 表示 ω 的长度 , ,1|| =iω  

||,...,2,1 ω=i . 
注:由 Hilbert 空间的基本理论可知,任意 n 维复 Hilbert 空间 H 及其一个给定的正交规范基 { ,H 上

的任意酉算子 A,存在惟一酉矩阵

},...,1 nee

A′ ,使得任意 , ,这时 Ax 应理解为在基 {

下的坐标;反之,若

∑
=

∈=
n

i
ii Hexx

1

T
nxxAAx )...( 1′= }ne,...,1e

A′是 阶酉矩阵,且定义 ,则 A 是 H 上的酉算子.因此,广义 q-自动机与量子有

穷状态自动机是等同的. 
n T

nxxA )...( 1′=Ax

2   G(g)-量子自动机和(广义)量子自动机 

为了简便起见,用算子代替(广义)量子有穷状态自动机中的矩阵,其等价性是显而易见的.特别是,基于文献

[9]的思想,我们引入另一类状态有限的(广义)量子自动机. 
定义 2.1. 称五元组 ),,,,( 0 FUsHM Σ= 是 G-量子自动机,其中 H 是有限维复 Hilbert 空间; 是初始单

位向量;F 是 H 的子空间(终结状态);任意

Hs ∈0

Σ∈x , )U 是 H 上的线性有界算子. (x

称 M 识别的语言 f M 为 G-量子语言,定义为:任意 ,∗∈= Σω mxx ...1
2

01)()...()()( sxUxUFPf mM =ω ,当 εω =

时,定义U I=)(ε (恒等算子).若任意 Σ∈x , )U 是 H 上的酉算子,则称 M 为 g-量子自动机;相应地,称 f(x M 为 g-量
子语言. 

定义 2.2. 若任意 ,∗∈Σω )()( 21 ωω ff = ,则称 Σ 上的两个语言 和 等价;若两个(量子)自动机识别的语

言等价,则称它们等价. 
1f 2f

引理 2.3. G-量子自动机和 g-量子自动机分别与广义量子有穷状态自动机和量子有穷状态自动机等价. 
证明:略.  
定义 2.4. 一个广义量子自动机是五元组 ),,,,( 0 fSsSA δΣ= ,其中 S 是有限个状态集, 是初始状态,Ss ∈0 Σ

是有限输入字母表, 为终结状态,转移函数SS f ⊆ CSS →××Σδ : (C 表示复数)满足: 





≠
=

=
. , 0
, , 1

),,(
ts
ts

ts
　　

　　
εδ  

若定义 2.4 中的 δ 满足:任意 Σ∈x 和  Sss ∈′, ,

 ∑
∈

′
∗ =′

St
sstxstxs ,),,(),,( δδδ , (1) 

则称 A 是量子自动机,其中 ss ′,δ 是 Kronecker 记号(当 ss ′= 时, 1, =′ssδ ;否则为 0). ),,( txsδ 表示,若当前状态为 s,

则输入 x 后,状态转移至 t 的幅度; ( )∗′ ),,( txsδ ,,( txs′δ 的共轭复数)表示自动机在逆向运行时,输入 x 后,状态回到

的幅度.因此, 表示输入 x 后,状态 s 转移至 t,当输入 x 时回到状态s′ ∗(),,( stxs δδ ′ ),, tx s′的幅度.所有这些幅度之

和,即 表示输入 x 后,自动机从状态 s 向前运行一次,当再次输入 x 时,自动机逆向运行到 的

幅度.条件(1)说明自动机具有可逆性.显然,有限自动机及概率自动机

∑
∈St

txs ,,(δ ′ txs ),,()δ s′

[13]都未必满足条件(1),所以我们引入了广

义量子自动机. 

设 ),,,,( 0 fSsSA δΣ= 是 ( 广义 ) 量子自动机 , 则定义 A 识别的语言 如下 : 任意),0[: ∞→∗ΣAf =ω  
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∗∈Σmxxx ...21 ,  

f




=)(ε     
,0
,1

, sH(M =

1|| ...xxc
ωω = ω

(ML∈ω
) =(ωMf

)(FP (U

)(ωAf

∈Fs0

SS ×× →Σδ :

〉 jj s

)(ε

 
2

,...,

)1()2(
2

)1()1(
10

)1()1(

),,()...,,(),,()( ∑ ∑
∈ ∈

−

−

=
f mSs Sss

m
m

A sxssxssxsf δδδω . (2) 

显然, . 
f

f

Ss
Ss

∉
∈

0

0

引理 2.5. 若 ),,,,( 0 fSsSA δΣ= 是量子自动机,则 [0,1]. →∗Σ:Af

证明:由式(1)和式(2)可以得到,在此略.  

设 ),,,0 FUΣ 是 G(g)-量子自动机 ,记 ,其中 是})(:{)( 0 FsUML c ∈∈= ∗ ωΣω cω ω 的倒写 ,即

, || 表示ω 的长度.这时显然有 

引理 2.6. 设 ),,,,( 0 FUsHM Σ= 是 g-量子自动机,则以下 3 条等价: 
(a) ) ; 
(b) 1 ; 

(c) . 00 )() sUs cc ωω =

定理 2.7. 设 Σ 是一个有限输入字母表,函数 [0,→∗Σ:f ∞ ]满足 }1,0{)( ∈εf ,则 

(a) f 是量子正规语言,当且仅当存在量子自动机 ),,,,( 0 fSsSA δΣ= 使得任意 ,∗∈Σω )()( ωω Aff = . 

(b) f 是广义量子正规语言 ,当且仅当存在广义量子自动机 ),,,,( 0 fSsSA δΣ= 使得任意 ,∗∈Σω =)(ωf  

. 

证明:(a) 设 ),,,,( 0 FUsHM Σ= 是 G-量子自动机,且任意 ,∗∈ Σω )()( ωω Mff = .由于 }1,0{)( ∈εf ,所以由引

理 2.3 可知 .因此,存在⊥FU },...,,{ 110 −= nsssS

C

为 H 的一个正交规范基,且其中 是 F 的基.定

义

},...,
1 kii ss{f =S

如下: 〉〈= ji ssxU ,)(ji sxs ),,(δ ,则 ),,, fS,( 0sSA δΣ= 是量子自动机,其中 〈⋅ 为 H 中的内积.这

只需验证满足条件(1)即可.由于 U(x)是 H 上的酉算子,所以  

⋅〉,

〈〉 ((,) ji xUssx=′ ∗
i txs ),,()δ ∑

−

=

1

0

n

j∈t
∑

S
i txs ,,(δ =〉′ *),) ji ss〈 (U

=〉′〈∑ ∑
−

=

1

0
,)(,

n

j
jji sssxU〈

−

=

1

0
)(

n

j
sxU ,i s ,, ii ss ′, ii ss)(,)( ii sxUsxU =〉′〈=〉′〈 δ 故满足条件 (1). 下面证明任意 , ∗∈Σω

)()( ωω Af=f .当 εω = 时, 

f

f

Ss
jA Ss

Ss
ssf

fj
∉
∈





== ∑
∈ 0

02
0     

,0
,1

),,()( εδε ,  
f

f
M Ss

Ss
sFPf

∉
∈





==
0

02
0     

,0
,1

)()(ε , 

故 )(ε MA ff = ;当 mxx ...1=ω 时,由于任意  ,St∈

( ) ( )

,),,()...,,(),,(

,...,,)(

,)()...(,)(,)(

,,)()()...(,)(

,)()...(,)(

,,)()()...(

,)()...(,)(

)1()1(

)1()1(

)2()1(

)2()1(

)1(

)1(

,...,

)1()2(
2

)1()1(
10

,...,

)1()2()1(
2

)1(
01

,

)2(
3

)2()1(
2

)1(
01

)2()2()1(
2

)1(
01

)1(
2

)1(
01

)1()1(
012

010

∑

∑

∑

∑∑

∑

∑

∈

−

∈

−

∈

∈∈

∈

∈

−

−

=

〉〈〉〉〈〈=

〉〉〈〉〈〈=

〉〈〉〈=

〉〉〈〈=

〉〈=

〉〈=〉〈

Sss
m

m

Sss

m
m

Sss
m

Ss
sm

Ss

Ss
m

Ss
m

m
c

m

m

txssxssxs

tsxUssxUssxU

tsxUxUssxUssxU

tsssxUxUxUssxU

tsxUxUssxU

tsssxUxUxU

tsxUxUtsU

δδδ

ω
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因此 ).(,)()()()()(
2

1
0

2

0 ωωωωω A

k

j
i

cc
M fssUsUFPff

j
==== ∑

=

 

另一方面 ,设有量子自动机 ),,,,( 0 fSsSA δΣ= 使得任意 ,∗∈Σω )()( ωω Aff = .设 及

,则将 S 看作 n 维复 Hilbert 空间 H 的一个正交规范基, 是 H 的子空间 F 的基.任意

},...,,{ 110 −= nsssS

},...,{
1 kiif ssS = fS Σ∈x ,定义

H 上的算子 U 为 U)x( ttxsi  ),,(sx
Sti)( ∑∈

= δ ,并线性延拓到 H 上.这时 U 是 H 上的酉算子.事实上,任意

,由条件(1)有 

)(x

Sss ji ∈,

∑ ∑
−

=

−

=

=
1

0

1

0
),,(,),,()(,)(

n

k

n

k
kkjkkiji ssxsssxssxUsxU δδ ,),,(),,( ,

1

0
ji ss

n

k
kjki sxssxs δδδ == ∑

−

=

∗  

因此, ) 是 H 上的酉算子.任意 ,类似于前面的证明可以得到(xU ∗∈Σω )()()( ωωω MA fff == .最后,由引理 2.2 即

完成了(a)的证明. 
(b) 用类似的方法可以证明.  

推论 2.8. (a) 设 ),,,,( 0 FUsHM Σ= 是 g-量子自动机,则 的充要条件是 M 等价于量子自动机. ⊥∈ FFs U0

(b) 设 ),,,,( 0 FUsHM Σ= 是 G-量子自动机,则 的充要条件是 M 等价于广义量子自动机. ⊥∈ FFs U0

3   G-量子文法与 g-量子文法 

为了便于比较,我们先简要给出文献[8]中正规量子文法的定义. 
定义 3.1[8]. 一个正规的量子文法由以下 4 部分构成: 
(a) 有限变元集合 V; 
(b) 有限终端集合 T; 
(c) 初始变元 VI ∈ ; 

(d) 生 成 式 集 合 且 任 意},)(,:{ ∗∗ ∈∈→⊆ TVVP Uβαβα P∈→ βα , 有 n 个 生 成 幅 度 (amplitude) 

Cck ∈→ )( βα , 1 ,而且仅有形如n 21 vvk ≤≤ ω→ 及 ω→1v 的生成式有非零生成幅度,其中 v ,n 为

该文法的维数. 

∗∈∈ TVv ω,, 21

进一步,定义派生 的某个第 k 派生幅度为该链中每个生成幅度 c 的乘积,并记 为

的所有第 派生幅度之和,从而定义该文法产生的语言 [0,1]为

βα →∗
k )( βα →∗

kc

βα →∗ k →∗Tf : .)
2

∗→I ω()(
1
∑
=

=
n

k
kcωf 下面

给出简单一些的定义. 
定义 3.2. 称四元组 ),,,( 0 PvTVG = 为G-量子文法,其中 V与 T分别为有限变元集合与有限终端集合,

表示初始变元 ,P 是有限生成式之集 . 任意

Vv ∈0

P∈→ βα 有一个生成幅度 (amplitude) Cc ∈→ )( βα ,其中

}1,0{)( ∈→εvc ,且仅有形如 vxv ′→ 或 ε→v 的生成式的幅度可能非零.若 G-量子文法的生成式满足: 

 ( ) ,)( ,∑
∈

′
∗ =→′→

Vu
vvxuvcxuvc δ  (3) 

则称其为 g-量子文法. 

设 为 G(g)-量子文法 ,其中 V ,则称序列),,,( 0 PvTVG = ∗
− ∈= Tvvv n ω},,...,,{ 110 ε,0v (当 εω = )或 ,, 10 vv ω  

ωωωω ,,..., kv21 v′ 为ω 的一个派生.序列中最后一步利用生成式 ε→kv ,所以称其为ω 的 型派生,并定义其派生

幅度为

kv
)()...2()( 10 εωω →′→→ vcvvc kvcv .记ω 的所有 v 型派生幅度之和为k )(ω

kvc ,即 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,)(...)(
11 ,...,

)()1()2(
2

)1()1(
10∑

∈

−

−

→→→→=
Vvv

k
k

m
m

v
m

k
vcvvcvvcvvcc εωωωω  (4) 

其中 mωωωω ...21= .设 VX ⊂ ,则由 G 产生的 语言),( XG [ )+∞→∗ ,0:, Tf XG 定义为 

 .)()( 2
, ∑

∈

=
Xv

vXG cf ωω  (5) 

引理 3.3. 若 G 是 g-量子文法,则其产生的语言 fG,X 的取值范围为[0,1]. 
证明:类似于引理 2.5.  
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定理 3.4. (a) 语言 f 被量子自动机识别,当且仅当 f 是 g-量子文法 G 产生的一个 ( 语言; ), XG
(b) 语言 f 被广义量子自动机识别,当且仅当 f 是 G-量子文法 G 产生的一个 语言. ),( XG
证明:略.  
由定理 2.7、定理 3.4 和引理 2.3 容易得到下面两个推论: 
推论 3.5. (a) f 是 g-量子语言且 }1,0{)( ∈εf 的充要条件是 f 是 g-量子文法 G 产生的 ( 语言; ), XG
(b) 是 G-量子语言且f }1,0{)( ∈εf 的充要条件是 f 是 G-量子文法 G 产生的 语言. ),( XG
推论 3.6. (a) f 是被量子有限状态自动机识别的语言且 }1,0{)( ∈εf 的充要条件是 f 是 g-量子文法 G 产生的

语言; ),( XG
(b) f 是被广义量子有限状态自动机识别的语言且 }1,0{)( ∈εf 的充要条件是 f 是 G-量子文法 G 产生的

语言. ),( XG
定义 3.7. 称两个量子文法等价,如果它们识别的语言等价. 

由推论 3.6(b)可知,当正规的量子文法(见定义 3.1)满足∑
=

∈→
n

k
k Ic

1

2 }1,0{)( ε 时,它与 G-量子文法等价. 

4   G(或 g)-量子语言与正规语言 

本节简要讨论 G(或 g)-量子语言的几个比较重要的性质.其余的基本性质参见文献[8,9]. 

定义 4.1. 设 ( )FUsHM ,,,, 0 Σ= 是G(或 g)-量子自动机,则称 为})(:{, ηωΣωη >∈= ∗
MM ff η -G(或 g)-量子语

言,其中 0 1<≤η ;若 1=η ,则定义 1-G(或 g)-量子语言为  }.1)(: =∈ ∗ ωΣ Mf{1, = ωMf

由引理 2.6 可知,对任意 G(或 g)-量子自动机, .)( 1,MfML =  

命题 4.2. (1) 存在正规语言但不是 g-量子语言; 
(2) 正规语言和 g-量子语言都是 G-量子语言的真子集; 
(3) 存在正规语言但不是η -g-量子语言; 
(4) 正规语言都是η -G-量子语言; 

(5) 存在非正规的 1-g-量子语言和 0-g-量子语言. 
证明:(1)与(2)由引理 2.3 及文献[8]中的 Theorem 7 和 Lemma 8 可以得到证明;(3)由文献[9]中的 Corollary 

5.5 可以得到证明;由(2)可以直接推出(4).下面给出(5)的证明.设 },{ ba=Σ 和语言 ,其中字∗⊂ },{ baL L∈ω 当且

仅当ω 所含 a 和 b 的个数相同.我们知道 L 不是正规语言.然而,L 是 1-g-量子语言,即存在 g-量子自动机 M 使得

. 事实上 , 设1,MfL = ),,,,( 0 FUsHM Σ= , 其中 ,
T






sbaCH 





===

2
2,

2
2},,{, 0

2 Σ , 对任意 e ,

和U ,其中

H∈ =e)(  aU

e




e
e

it

it




 −

0
0 ( )eb = e

e
e

it

it









−0
0 t 是 与无理数的乘积, } .若用π :),{( CcccF T ∈= ),( nmω 表示含 m 个 a 和

n 个 b 的字 ,则容易验证 .) 2tnm −cos()),(( nmfM =ω 所以 1)),(( =nmfM ω 当且仅当 ,即nm = Lnm ∈),(ω .因

此, 成立.关于构造非正规的 0-g-量子语言可参见文献[14]中的 Theorem 4.事实上,只要在上述 g-量子自

动机

1,MfL =

M 中取 ,)0,1(0 =q )},1,0{(spanF = 对任意 He , U 和U ,其

中

∈ e
tt
tt







 −
πcosπsin
πsinπcos

ea)( = ( )eb 



−

= e
t
t




πcos
πsin

t
t
πsin
πcos

2
1−5

=t .  

由于文献[9]中的量子语言就是本文的 1-g-量子语言,所以如引言所述,命题 4.2 中的(4)和(5)回答了文献[9]
中的问题 15 和问题 16.算子族 U 在 G(或 g)-量子自动机中起着关键作用,下面给出其刻画. 

定理 4.3. 设 Σ 是有限字母表,H 是有限维复 Hilbert 空间.函数 满足HA →∗Σ: )(εA 是单位向量,则以下 3
条等价: 

(a) 存在 G-量子自动机 ),,,,( 0 FUsHM Σ= 使得任意 , . ∗∈Σω 0)()( sUA cωω =

  



 邱道文:量子自动机的刻画 15 

(b) 存在映射 )(: HBM →Σ 使得任意 和∗∈Σω Σ∈x , )()()( ωω AxMxA = ,其中 表示 H 上的所有线性

有界算子. 
)(HB

(c) 对 H 中的任意正交规范基 { 和任意},...,1 nee Σ∈x ,存在 H 中的向量 满足:任意 , )(),...,(1 xexe n
∗∈Σω

.)(),(),( 〉〈=〉〈 xeAexA ii ωω  
证明:类似于文献[9]中的 Theorem 3.1 关于 q-自动机的讨论.  
那么,是否可以减少 G(或 g)-量子自动机的状态空间的维数而不改变其识别的语言呢? 

定理 4.4. 设 ),,,,( 0 FUsHM Σ=

), 0HF I

是 G-量子自动机 .若令 及 ,则}:)({ 00
∗∈= Σωω sUspanH

0
|)()(0 HxUxU =

,,,( 0000 UsHM Σ= 是 G-量子自动机,且满足: 
(a) ; )()( 0MLML =

(b) 若 ,则)()()()( 00 HPFPFPHP =
0MM ff = . 

证明:由于任意 , U ,所以 是 G-量子自动机. ∗∈Σx 00 )( Hx ⊆ 0M

(a) 任意 ,由于U ,所以U 当且仅当U . ∗∈Σω ∈= 000 )()( sUs cc ωω 0H 000 )( HFsc I∈ω Fsc ∈0)(ω
(b) 由于 )()()()( 00 HPFPFPHP = ,所以 是投影算子且)()( 0HPFP )()()( 00 HPFPHFP =I .因此 

 
2

000 )()()(
0

sUHFPf c
M ωω I=

2

000 )()()( sUHPFP cω= )()()(
2

0 ωω M
c fsUFP == .  

注 :若 ,则 比HH ≠0 0H H 的维数至少少一维 .当 M 是 g-量子自动机时 ,定理 4.3 也成立 .但是此时令

. }:(0
∗= ΣUspanH ) 0

∗ω s,)({ 0ω sU ∈ω
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