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摘要: 讨论了基于随机 Petri网的工作流系统的顺序、并行、选择、循环 4种基本模型,并详细推导了这 4种基
本模型的性能等价公式.最后通过现实中的一个工作流实例来说明如何建立相应的随机 Petri 网模型,以及如何
利用这些性能等价公式来计算工作流的性能参数.给出了定量分析工作流系统性能的通用方法,通过用这些等
价公式不仅可以对复杂的系统进行性能等价化简,而且还可以得到性能参数的乘积解. 
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最近几年,工作流技术的研究和应用已引起了研究人员、开发人员和用户的普遍关注[1,2],诸如计算机支持
的协同工作、无纸办公、表单传递、协作系统和办公自动化等.业务流程建模是工作流描述的重要内容,模型
的性能评价是工作流系统研究和应用的主要理论基础和支撑技术,因此对模型的性能分析是工作流的一个重
要研究内容.有很多文献讨论了工作流系统模型的性能[3~7],但都是针对工作流某一方面的特性来分析或改进
工作流的性能,如文献[6]根据客户服务器这种工作流模型来对工作流的性能进行分析;文献[7]根据具有时间限
制的这种工作流模型来对工作流的性能进行分析.本文则根据基于随机 Petri 网的工作流模型的顺序、并行、
选择、循环 4 种基本结构,推导出由任意多个变迁组成的串联、并联、选择和循环结构的性能等价公式,给出
了定量分析工作流系统性能的通用方法.这一技术除了可以应用在工作流系统中以外,还可以广泛应用在诸如
多媒体系统、计算机网络等模型的性能分析中. 

1   工作流的 4种基本随机 Petri网模型及其性能等价公式的证明 

1.1   模型及前提假定 

本文工作流模型的描述是基于随机 Petri 网的,且通常都假设工作流模型的变迁延时是服从指数分布函数
的,因为这种假定本身是与现实多数系统实际相符合的.关于随机 Petri 网的更详细的内容,读者可参阅文献[8].
工作流主要由 4种基本模型组成,即串联模型、并联模型、选择模型、循环模型[9]. 

1.2   工作流的串联随机Petri网模型及其性能等价公式的证明 

串联随机 Petri 网模型用来定义工作流中一系列按固定顺序执行的活动,如图 1左端所示,其中 t1,t2,…,tn是

n 个串行执行的时间变迁.为了简化模型的复杂性,可将 n 个变迁进行性能等价化简,化简后的模型如图 1 右端
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所示. 
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Fig.1  The sequent model based on stochastic Petri nets and its performance equivalent model 

图 1  基于随机 Petri网的工作流的串联模型及其性能等价模型 
下面推导由 n个变迁串联组成的系统的性能等价公式. 
定理 1. 由 n个变迁串联组成一个系统 B,设这 n个串联变迁的延时时间为 n个相互独立的随机变量,且分

别服从参数为 nλλλ ,...,, 21 的指数分布函数,即 n个变迁的平均延时时间分别为
nλλλ

1,...,1,1

21

,则这 n个变迁总的

等价延时时间为 

 ∑
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证明:首先推导由两个变迁 t1,t2组成的串联子系统 B2的性能等价公式. 
为了求两个变迁串联的性能等价公式,将这两个变迁组成一个活的、标记守恒的分析系统,如图 2 所示,位

置 S1中设置了一个初始标记. 

●
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Fig.2  Two transitions consist of a active and token conservation analytical system 

图 2  两个变迁串联组成一个活的、标记守恒的分析系统 
解此分析网,可有如下结果: 

状态 S1       S2    稳定概率 马尔可夫链(MC) 

M0 
M1 

1        0 
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得稳定状态方程:  .
121

2211





=+
=
pp

pp λλ

求解稳定状态概率: .
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2
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λ
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求得图 2分析网的标记流平均输入速率: .
21

21
11 λλ

λλλλ
+

== p  

由于此分析网中有一个 S-不变量包括所有位置,所以此分析网所含标记数量就是初始标识中的标记数 
量 1.由 Little[8]式可知,λ就是变迁串联分析网的平均实施速率,则图 2分析网的一个标记平均延时时间为 

.111
21 λλλ +=  

可以看出,当分析网是由一系列变迁 ti串联(1≤i≤k)组成时,它的等价变迁 t 的平均实施速率λ可由以下公式
给出: 

∑
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其中λi是分析网中与变迁 ti相联系的平均实施速率. 

下面证明由 n个变迁串联组成的性能等价公式. 
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前面已证明当 k=2时,确有
21

111
λλλ += ,表明式(1)在 k=2时正确.现用数学归纳法对由 n个变迁串联组

成的模型进行证明.假定 k=n−1时式(1)成立,亦即有 
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可将 n−1个变迁使用一个非基本变迁[8]替代,t′的实施速率为λ′.当 k=n时,可将子网看成由变迁 t′和 tn组成,
因已证明 k=2时成立,所以有 
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1.3   工作流的并联随机Petri网模型及其性能等价公式的证明 

并联随机 Petri 网模型用来定义工作流中没有严格执行顺序、可同时进行的分支活动.其模型如图 3 左端
所示,它表示 n个变迁 t1,t2,…,tn从瞬时变迁 tstart处开始并行执行,到瞬时变迁 tend同步后结束.化简后的性能等价
模型如图 3右端所示. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3  The parallel model based on stochastic Petri nets and its performance equivalent model 

After simplification 
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图 3  基于随机 Petri网的工作流的并联模型及其性能等价模型 
下面推导由 n个变迁 t1,t2,…,tn组成的并联模型总的性能等价延时时间,先给出下面的引理. 
引理. 设X1,X2,…,Xn是 n个独立的顺序统计量,关于顺序统计量的更详细的内容,读者可参阅文献[10],其分

布函数分别设为 P1(t),P2(t),…,Pn(t),用 Fr(t)(r=1,2,…,n)表示第 r 次统计量 X(r)的分布函数,则最大次的统计量的
分布函数为 P1(t)P2(t)…Pn(t). 
证明:因为所求的是最大次的统计量的分布函数,所以有 

Fn(t)=Pr{X(n)≤t}=Pr{所有的 Xi≤t}. 
又因为 X1,X2,…,Xn是 n个独立的随机变量,所以上式为 P1(t)P2(t)…Pn(t).  
定理 2. 设 n 个并联变迁的延时时间为 n 个相互独立的顺序统计量 X1,X2,…,Xn,且分别服从参数为

nλλλ ,...,, 21 的指数分布函数,则这 n个并联变迁总的平均等价延时时间为 
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证明:因为 n个相互独立的顺序统计量X1,X2,…,Xn分别服从参数为 nλλλ ,...,, 21 的指数分布函数,即其分布函

数分别为 .设 n 个并联变迁组成的系统 B 的性能等价延时为 y,
由 n个变迁并联所组成的系统总的延时的物理意义及引理可知,该子系统 B的分布函数为 

t
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其概率密度为 
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则性能等价延迟的期望值为 
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1.4   工作流的选择随机Petri网模型及其性能等价公式的证明 

选择模型用来定义彼此之间相互制约与排斥关系的分支活动,这类分支活动往往根据具体的执行情况从
多个分支选择一个分支执行,如图 4左端所示.化简后的性能等价模型如图 4右端所示. 
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Fig.4  The choice model based on stochastic Petri nets and its performance equivalent model 

图 4  基于随机 Petri网的工作流的选择模型及其性能等价模型 
下面通过一个定理给出工作流选择模型的性能等价公式. 
定理 3. 设 n 个选择变迁 t1,t2,…,tn的延时时间为 n 个相互独立的随机变量 nttt

���
,...,, 21 ,且分别服从参数为

nλλλ ,...,, 21 的指数分布函数,并设执行变迁 ti的概率为αi, ,则这 n个选择变迁总的平均等价延时时间∑
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证明:设 n 个选择变迁组成的子系统 B 的性能等价延时为 y,y 是 n 个变迁中的任意一个变迁的延时时间,

现引入一个随机变量 I
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,用它来决定执行哪个变迁,当 I
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=ti时,其概率为αi.记为P( I
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列公式进行描述: 
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则性能等价延迟的期望值为 
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1.5   工作流的循环随机Petri网模型及其性能等价公式的证明 

循环随机 Petri 网模型是用来定义需要重复执行多次的活动,变迁 t1 执行结束后,有一个重要的分支选择,
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要么返回执行变迁 t2,接着重复执行变迁 t1;要么结束由变迁 t1和 t2所组成的循环,继续执行下一个流程.其模型
如图 5左端所示,化简后的性能等价模型如图 5右端所示. 

●

tAfter simplification

●

t1 α−1

t2

α−1

 
Fig.5  The iterative model based on stochastic Petri nets and its performance equivalent modelα 

图 5  基于随机 Petri网的工作流的循环模型及其性能等价模型 
下面通过一个定理给出循环随机 Petri网模型的性能等价公式. 
引理.[11] 设两个循环变迁 t1,t2的延时时间为两个相互独立的随机变量 21, tt

��
,并假设执行完变迁 t1后,返回循

环执行变迁 t2的概率为α,则这两个循环变迁总的平均等价延时时间为 
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定理 4. 设两个选择变迁 t1,t2的延时时间为两个相互独立的随机变量 t 21, t
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,且分别服从参数为λ1,λ2的指数

分布函数,并假设执行完变迁 t1后,返回循环执行变迁 t2的概率为α,则这两个循环变迁总的平均等价延时时间
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下面以某电脑公司计算机销售过程的工作流[9]为例来说明如何利用这些性能等价公式进行性能分析. 

2   一个基于随机 Petri网的工作流系统的性能分析实例 

2.1   实例的模型介绍及其流程图 

整个流程通过以下活动完成销售业务过程. 
(1) 用户通过 Internet或其他方式向公司发出订单,指出所需要的计算机基本配置和数量,在随机 Petri网模

型中用变迁 t0表示; 
(2) 公司接收用户订单,在模型中用变迁 t1表示; 
(3) 公司对用户订单进行检查,即指以下 3个活动的并发过程,可用一个瞬时变迁表示: 
z 计算价格,在模型中用变迁 t2表示; 
z 检查零部件库存是否满足需求,在模型中用变迁 t3表示; 
z 进行配置检查,确认用户的订单技术上是否可行,在模型中用变迁 t4表示; 
(4) 进行决策,在模型中用变迁 t5表示: 
z 如果通过检查,则继续执行; 
z 如果未通过检查,则向用户发出信函,解释为什么订单不能完成,并提出修改意见,修改订单,在模型中
用变迁 t10表示,接着交给办事员发出反馈意见,在模型中用变迁 t11表示; 

(5) 准备接收订单的确认通知,即指一方面通知用户付款,另一方面发出生产通知的两个并行过程,它本身
可用一个瞬时变迁表示.通知用户付款,在模型中用变迁 t8表示; 
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(6) 用户接到通知,进行付款,在模型中用变迁 t9表示; 
(7) 发出生产通知,在模型中用变迁 t6表示; 
(8) 装配计算机,在模型中用变迁 t7表示; 
(9) 发货,在模型中用变迁 t12表示.这个销售的整个过程流程图如图 6所示. 

Receive
order② Qualify③

Compute
price④

Examine
component

stock⑤

Examine
configuration⑥

Decision-
making⑦

Receive
order⑧

Modify
order⑨

Issue
feedback⒂

Issue
production

notice⑩

Notify
payment⑾

Assemble⑿

Payment of
user⒀

Consignment⒁

End⒃
Start①

 
①开始,②接受用户订单,③用户资格审查,④计算价格,⑤检查部件库存,⑥检查配置,⑦决策,⑧接受订单, 
⑨修改订单,⑩发出生产通知,⑾通知用户付款,⑿进行装配,⒀用户付款,⒁发货,⒂发出反馈意见,⒃结束. 

Fig.6  The process of selling computers 
图 6  计算机销售过程的工作流程 

2.2   相应的随机Petri网模型及变迁延迟时间的假定 

相应的随机 Petri网模型如图 7所示.需要说明的是,在工作流中需要执行时间的模块用时间变迁表示,不需
要执行时间的模块可用瞬时变迁或根据具体情况省略,为了与并行随机 Petri网模型相对应,也可加入瞬时变迁,
各个变迁的功能描述见模型的介绍,其中用户资格审查模块就是指计算价格、检查零部件库存是否满足需求以
及进行配置检查、确认用户的订单在技术上是否可行这 3个模块.所以,在随机 Petri 网模型中没有用时间变迁
表示出来 ,可以把它看成是瞬时变迁 ,不影响最终的结果 .接受订单模块的情况也是如此 .现假设变迁 

t0,t1,t2,t3,t4,t5,t6,t7,t8,t9,t10,t11,t12,平均延迟时间(单位为分钟)分别为 381
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,另外,在 t5 处有个分支选择,设接收订单

的概率α1=0.91.下面计算整个过程的性能等价时间. 

●
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t10

t6

t8

t11

t7

t9

t12

α

α−1
α−1

t0

Fig.7  Fig.6 corresponding model based on stochastic Petri nets 
图 7  与图 6对应的随机 Petri网模型 

2.3   性能等价计算 

化简计算的原则. 
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由里到外,即先化简包含在最里层的,它已经是 4种基本结构中的一种结构,然后再由里向外逐步计算,经过
不断的性能等价化简,由复杂到简单,最终求出整个系统的性能参数. 
第 1 步.先根据串联的性能等价计算式(1)分别计算变迁 t6,t7和变迁 t8,t9串联后的性能等价时间,结果分别

为
7667

111
λλλ

+= =125,
9889

111
λλλ

+= =2920,其中λ67,λ89 表示性能等价后的新的变迁延迟时间的倒数,变迁 t6,t7

的等价变迁用 t67 表示 ,以下同 .再由并联的性能等价计算式(2)计算这两个新的变迁并联后的性能等价时

间,
896789676789

1111
λλλλλ +

−+= =125+2920− =3045.008,等价化简后的随机 Petri网模型如图 8所示. 

●

t1
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t4

t5

t10 t11

t12t6789

α

α−1

t0

α

 
Fig.8  Transition t6, t7, t8, t9 are equivalently simplified into a transition t6789 
图 8  变迁 t6,t7,t8,t9等价化简为变迁 t6789的随机 Petri网模型 

第 2步.由式(2)
324323424324234

11111111
λλλλλλλλλλλλλ ++

+
+

−
+

−
+

−++= 求并联变迁 t2,t3,t4的性能等

价时间,得到 

,7.38

20
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1

8
1

1

30
1

20
1

1

20
1

8
1

1

30
1

8
1

1203081

234

=
++

+
+

−
+

−
+

−++=
λ

 

等价化简后的随机 Petri网模型如图 9所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 

t1 

1−α

α

t10
t11 

t12 t6789

t5t234 

t0 

Fig.9  Transition t2, t3, t4 are equivalently simplified into a transition t234 
图 9  变迁 t2,t3,t4等价化简为变迁 t234的随机 Petri网模型 

第 3 步.利用串联的性能等价计算式(1)分别求得变迁 t6789与变迁 t12串联的性能等价时间,变迁 t10与变迁

t11串联的性能等价时间为 

008.3195111

126789678912

=+=
λλλ

, 

11101011

111
λλλ

+= =45. 

等价化简后的随机 Petri网模型如图 10所示. 
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●

t1 t234
t5

t1011

t678912

α−1

α

t0

 
Fig.10  Transition t6789, t12 are equivalently simplified into 

t678912 and t10, t11 are equivalently simplified into t1011 
图 10  变迁 t6789, t12等价化简为变迁 t678912及变迁 t10, t11 

等价化简为变迁 t1011的随机 Petri网模型 
第 4步.由式(3)计算由变迁 t6789和变迁 t1011组成的选择模型的性能等价时间为 

1011
2

678912
1

6789101112

111
λ

α
λ

α
λ

+= , 

得到 

=
6789101112

1
λ

0.91 3195.008 0.09 45× + × =2911.507. 

第 5步.由串联式(1)求出总的性能等价时间为 

6789101112523410011121234567891

111111
λλλλλλ

++++= =38＋15+38.77+40+2911.507=3043.277. 

这样,我们使用 4 种模型的性能等价公式不断地对模型进行等价化简,最终求出了整个系统的性能等价时
间.求出性能等价时间之后,我们就可以求其他的性能参数,如吞吐率、系统中平均任务数等.因为只有一个标记,
所以吞吐率为等价时间的倒数 ,即λ123456789101112=3.29×10−4(任务 /每分钟 ),一天内的平均处理任务数为
24×60×3.29×10−4=0.474(个). 

3   结  论 

工作流模型的性能分析是工作流系统的一个非常重要的问题.对于一个实际的基于随机 Petri 网的工作流
模型来说,状态空间往往是很大的,这给性能的分析带来很大的困难.应用本文给出的工作流的 4 种基本结构的
性能等价公式,可对模型逐步进行性能的等价化简,最终求出整个模型的性能参数.本文的贡献在于,对基于随
机 Petri 网模型的工作流系统的性能分析提供有效的定量分析的方法,特别是得到了它们的性能等价公式.在
大型工作流模型的性能分析中,利用这些性能等价公式,先化简包含在最里层的结构(它已经是 4 种基本结构中
的一种结构),然后再由里向外逐步计算,经过不断的性能等价化简,最终求出整个系统的性能参数.所以,此方法
在大型工作流模型的性能分析中仍然很有效. 
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Abstract: In this paper, four basic model of workflow systems are discussed based on SPN (stochastic Petri 
nets), and their performance equivalent equations are deduced. Finally, an example is given to explain how to model 
a workflow system based on SPN, and how to use those equations to compute their performance. By using these 
equations, not only the complex workflow model can be simplified but also the product-form solution of 
performance parameter of workflow model can be got. 
Key words: workflow systems; stochastic Petri nets; performance equivalence; performance analysis 
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