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摘要: 提出了一种基于圆环点的新的摄像机自标定方法.该方法仅要求摄像机在 3个(或 3个以上)不同方位摄取
一个含有若干条直径的圆的图像,即可线性求解全部摄像机内参数.该方法原理简单,完全摆脱了匹配问题,也无
须知道任何物理度量.整个定标过程不需要人的干预,可以自动进行,非常适合非视觉专业人员使用.模拟和真实
图像实验表明,该方法精确度较高,鲁棒性较强,有一定的实用性. 
关 键 词: 摄像机标定;圆环点;绝对二次曲线 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

摄像机标定是计算机视觉领域里从二维图像获取三维信息的基本要求[1,2],是完成许多视觉工作必不可少
的步骤.随着摄像机的普及,许多非视觉专业人士需要有一种简易、灵活的标定方法帮助他们完成与视觉有关
的工作. 
针对这一情况,Zhang提出了一种用平面模板代替传统标定块的标定方法[3].此方法要求绘制一个具有精确

定位点阵的模板(如图 1所示),然后使模板和摄像机做相互运动,获得 3个(或 3个以上)不同方位的模板图像,最
后通过确定图像和模板上的点的匹配,计算出图像和模板之间的单应性矩阵(homography),并利用该单应性矩
阵线性解出摄像机内参数.Zhang的方法简单方便、成本低廉、标定的精度相对于自标定要高,符合办公、家庭
使用的桌面视觉系统(DVS)的标定要求.但 Zhang的方法需要确定模板上点阵的物理坐标以及图像和模板之间
的点的匹配,当图像和选取的点较多时,这种匹配关系的确定会成为一种极大的负担,给使用者带来了不便.针
对这一不足,本文提出的标定方法采用了一种新型的标定模板(如图 2 所示),即一个圆和通过圆心的若干直线.
该方法仅要求摄像机在 3个(或 3个以上)不同方位摄取一个含有若干条直径的圆的图像,即可线性求解全部摄
像机内参数.采用这种模板的标定方法不存在匹配问题,也不需要知道任何模板上的物理度量,完全摆脱了人工
干预,使得整个标定过程非常简单,能够全自动进行.遵循圆环点标定的思路,本文还给出了多种类型的模板均
可适用于标定的结论. 

1   标定原理 

1.1   摄像机成像模型和圆环点的概念 

考虑三维空间的点在图像平面上的成像原理,这里采用如下记号:图像上的二维点记为 m ,空间中

三维点记为 ,相应的齐次点坐标分别记为

[ ]Tvu,=

[ TzyxM ,,= ] [ ]Ttvu ,,m~ = 和 [ ]TtzyxM ,,,~
= ( 是齐次项),如果摄像机采

用针孔模型,则空间点
t

M 与图像点 之间的射影关系为 m
~ [ ]MtRKms ~ = , (1) 
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Fig.2  Proposed planar pattern 
图 2  本文方法使用的标定模板 

Fig.1  Zhang’s planar pattern 
图 1  Zhang方法使用的标定模板 

 

 

 

 

 

 

 

在三维射影空间中,我们把满足 的点称为无穷远点,所有无穷远点构成了无穷远平面.在无穷远平面

上,满足方程

0=t

0=MM T ~~
的点构成了绝对二次曲线ω ,利用式(1),不难验证ω 的像为二次曲线 1−− KK T ,可见,绝对

二次曲线ω的像包含了摄像机内参数的全部信息,如果能拟合出绝对二次曲线的像,即可求出内参数. 
不失一般性,假设模板位于世界坐标系的 X-Y平面上,即模板平面方程为 0=z ,记旋转矩阵 R的第 i列为 ,

由式(1),有 
ir
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由上式,模板平面上的点 [ ]Ttzyx ,,, 也可用二维齐次坐标 [ ]Ttyx ,, 来表示.根据射影几何的概念,模板平面上
所 有 满 足 的 点 构 成 了 该 模 板 平 面 的 无 穷 远 直 线 . 我 们 考 虑 上 的 两 个 特 殊 点0=t ∞l ∞l

I Ti )0,0,,1( , J ,1( − Ti )0,0, (通常称为圆环点)[8],不难证明: I , 的坐标满足方程J 0=MM T ~~ ,即 I , 是J ω 上的点.如
果假设 I , 的像点分别为 , ,则 , 应落在J mI mJ mI mJ ω的像上,即有： 

 , .  (3) 01 =−−
m

T
m

T IKKI 01 =−−
m

TT
m JKKJ

因为 I , 共轭,在射影变换作用下, , 仍是共轭点,故上两式提供的约束实际上是等同的,但可以由实

部、虚部分别为 0得到关于

J mI mJ
1−− KK T 的两个约束: 

0)Re( 1 =−−
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T IKKI , . 0)Im( 1 =−−
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我们再考虑形如图 2 的模板.如图 3 所示,模板平面上的圆 O有若干条过圆心的直线,设圆心 的坐标为

,半径为

O
T

yx OO )1,0,,( r ,则圆的方程可写为 
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为计算圆 O与无穷远直线 l 的交点,将 的方程∞ ∞l 0=t 代入式(4),易得 ,即 ,故两个交点可

用齐次坐标表示为 ,与 , , 无关,这表明平面上任一个圆与该平面的无穷远直线必定交于两个圆环

点

022 =+ yx ixy ±=

)0,,1( i± xO yO t
[4],根据透视变换的性质,相应地,在图像平面上,圆的像与无穷远直线的像的交点是圆环点的像,如图 4所示. 

一般情况下,模板平面上的圆成像为椭圆,椭圆方程可以直接在图像上检测获得,如果我们能进一步得到无

穷远直线在图像上的像(通常称为隐消线),即可联立椭圆和直线的方程解出圆环点的像坐标. 
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 Fig.3  Model plane                   Fig.4  From model plane to image plane 

 图 3  模板平面                          图 4  模板平面的成像 

1.2   计算隐消线方程 

图 3中过圆心 的一条直线 交圆于点 , ,交 于 ,则根据射影几何理论, , , O , 四点的交比

为−1,即

O 1L 1A 1B ∞l 1C 1A 1B 1C

1−=) =

1B

,(
11

11

1

1
111 CB

CA
OB
OAOCBA

O 1C

1Am m Om 1Cm

(因为 O平分 , 且 是无穷远点),即 , 两点调和分割 O , .假设

, , , 四点对应的像点分别为 , , , ,则根据摄像机的透视变换的同素对应和保交比不变的
性质 ,易知 , , , 四点应共线 ,且所成的交比为
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1
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1− ,利用这两条性质 ,当我们在图像上确定出

, , 后,即可列出两个方程： 1Am 1 OmBm
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从方程组式(5)可以解出 .显然, 是隐消线上的点.如果存在多条直线,则同理可得到多个隐消线上的

点,我们可以在最小二乘意义下拟合出隐消线的方程. 
1Cm 1Cm

在上面计算 时,已事先假定了 , , 三点共线,但在实

际应用中,由于噪声、直线检测误差等因素的存在,各条过圆心直线的
像 并不总是精确地交于圆心所成的像点 ,如图 5所示,在这种情况

下,我们定义了一个代价函数: 

1Cm 1Am 1 OmBm
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∑=
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iO lmdE ),(2 , 

其中, 表示点 到直线 的垂直距离.我们先利用牛顿迭代法

求出使

),( iO lmd Om il

E 最小的 ,再将 m 投影到各 上得到点 .在利用式(5)求

解 时,用 代替 进行计算即可保证 , , 三点共线. 
Om O il Oim
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1.3   求解摄像机内参数 

在第 1.1 和 1.2 节中,我们分别求出了圆 O和无穷远直线的像,联立求解 ,即可得到两个圆环点的像点

, 坐标. mI mJ

设 = ,并设绝对二次曲线的像 C ,利用式(3),有 mI [ T
mmm ,I,II 321 ]
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Fig.5  Nonlinear case 

图 5  l 不共线情况 i
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 [ ] [ ] 0321321 =T
mmmmmm ,I,IIC,I,II . (6) 

注意到 C是对称阵,定义一个 6维向量 ,则式(6)可写为线性方程的形式： [ TCCCCCCc 332313221211 ,,,,,= ]
 0=Ac , (7) 

其中 [ ]333223311322122111 ,,,,, mmmmmmmmmmmmmmmmmm IIIIIIIIIIIIIIIIIIA +++= .由于 A是复向量,式(7)等价于两个齐

次方程: 
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如果在不同方位对模板拍摄 n幅图像,将 n个形如式(8)的方程组叠加起来,得： 
 0=cV , (9) 

其中 V 是 的矩阵,当 时,在相差一个常数因子意义下一般可唯一确定 c (如果摄像机的倾斜因子62 ×n 3≥n

0=γ ,只需两幅图像即可确定 ).也可这样理解,确定一个椭圆型二次曲线至少需要 5 个点,而每幅图像可提供

两个点,故所需最少图像的数目为 [5/2]=3.易知,式(9)的解是V 最小特征值对应的特征向量

c

VT [8]. 

解出 后,利用 Cholesky 分解法对 进行分解可唯一确定c C 1−K [8],再求逆得到 K .这样求出的 K 与内参数矩

阵相差一个常数因子,因为内参数矩阵最后一个元素为 1,所以将 K 的最后一个元素归一化,即得到真正的摄像

机内参数矩阵. 

1.4   恢复部分外参数 

我们已由第 1.1 节得知,模板平面上的点 ,如果满足条件)0,,( yx ixy ±= ( x , 均为复数),则其对应的像点是

(或 ).代入式(2)得 
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式 (10) 中 的 s 为 常 数 , 令 biaxs +=/ , 可 得 ,  

(

))Im(*)Re(*(1
11 mm IbIaKr −= −λ += − )Re(*(1

22 mIbKr λ

))Im(* mIa 1λ , 1λ 是常数). , 是未知常数,故无法求出 r , (注: 0是不依赖于 , 而恒成立的等式,并

不能由此推出 , 之间的关系),但我们可以利用关系式 r

a b 1 2r 21 =rrT

213 rr

a b

a b ×= 求出 : 3r

[ ] [ ])Im()Re( 11
33 mm IKIKr −− ×= λ (常数 3λ 可通过 13 =r 确定). 

t 可在相差一个常数因子 tλ 下通过圆心的像点坐标 恢复, .可见,外参数 , 被“丢失”了,这

是由模板平面图形的特殊性造成的,其原因可以这样理解:如图 4所示, C是光心,以 为原点建立摄像机坐标系

.由第 1.1节知,模板平面上圆环点的坐标不依赖于圆心O ,故不妨令轴 通过圆心O ,并以O为原点建

立世界坐标系 (轴 与模板平面的法向量重合).我们知道, , , 分别对应着轴 , Y , 在摄像

机坐标系 中的单位矢量.由于模板平面上的图形具有中心对称性,其成像仅取决于轴 (在摄像机坐

标系中),而与轴 , Y 的选取无关.因此,在摄像机内参数和模板的像已知时,我们只能求出 . 
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一般而言,摄像机的外参数对桌面视觉系统没有意义, , 的“丢失”并不会造成多大的影响. 1r 2r

1.5   退化情形 

对自标定过程中退化情形的详尽研究可参见文献[5,9].在本文方法中,出现退化情形只可能是解出了相同
的圆环点像坐标 .从式(10)可以看出: 只与mI mI R有关,与 无关,故为避免退化情形,必须保证摄像机摄取图像

时,摄像机相对模板平面的

t

R不同,即摄像机与模板平面之间的相对姿态不同. 

另一种退化情形是模板平面与图像平面平行,因为此时模板平面上的无穷远点 ( 的成像为 )0,0,, yx
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是图像平面的无穷远点,这表明模板平

面与图像平面平行时,隐消线将与图像平面的无穷远直线重

合,此时第 1.3 节中计算隐消线的方法将失效.为避免这种退

化情形,我们给出一种简单的判别方法.如图 6 所示, 是圆

心的像点,对应的极线是隐消线 , 是椭圆中心,对应的极

线是图像平面的无穷远直线 .根据配极变换的原则:二次

曲线的极点与极线是一一对应的

Om

∞l

∞

E

L

O

[8],所以当模板平面与图像

平面平行时, 与 重合, 也将与 重合.利用这种性质,

我们可以在标定过程中将检测出的椭圆心与圆心的像点m 相比较,尽量使两者距离较大,以“远离”退化情形. 

m E

O

Fig.6  Vanishing line and the line at infinity 
图 6  图像平面的无穷远直线与隐消线 

1.6   算法描述 

总结上述讨论,我们把标定过程概括如下: 

(1) 打印一个圆及通过圆心的若干条直线,并把它贴到平面上; 

(2) 改变摄像机与模板的相对位姿,拍摄至少 3幅图像; 

(3) 在图像上分别检测椭圆和直线,写出椭圆和直线束的方程,并检验是否为退化情形; 

(4) 用直线束计算隐消线方程(参见第 1.2节),再联立椭圆和隐消线方程计算圆环点的像坐标(参见第 1.1节)； 

(5) 得到至少 3幅图像上的圆环点像坐标后,解出摄像机内参数(参见第 1.3节). 

1.7   直线和椭圆的提取 

为计算出模板上的直线和圆的像方程,有必要在图像上直接提取出直线和椭圆,关于该问题,文献中已有大

量现成算法[12,13].在这里,由于我们所采用的模板是在白色背景上打印少量的直线和曲线,所摄取的模板图像上

仅含有极少量的噪声点,因而直线和椭圆的提取变得非常的简单.在实际试验中,我们采用随机 Hough变换提取

直线[11],采用基于代数距离的最小二乘法来检测椭圆.设图像上有 n个点 { ),,1)}(,{(} niyxx iii …== ,则椭圆的

方程可写为 
FEyDxCyBxyAxyxQ +++++= 222),( 22

n
. 

我们在规一化约束 下使 最小,即拟合出了椭圆方程,由于噪

声点极少,提取出的椭圆精度非常高.关于椭圆检测更详细的描述可参见文献[9,10]. 

1222222 =+++++ FEDCBA ∑
=

=
i

ii yxQF
1

2 ),(

2   实  验 

2.1   模拟数据实验 

在模拟实验中,摄像机设置如下: 1200=α , 1000=β , 2.0=γ , 000 == vu ,图像的分辨率为 1000 .平面

模板在空间的朝向(为一旋转矩阵)由三维向量 r 表示,其中旋转轴平行于向量的方向,旋转角等于向量的长度

(单位:degree).平面模板的位置由三维向量 t表示(单位:cm). 

1000×

不同随机噪声水平下的标定结果:本组模拟实验采用了 3幅图像,对应的摄像机姿态和位置参数分别是:旋

转轴 ,旋转角为 15 ,[ Tr 10,50,1701 = ] ° [ ]Tt 0,20,201 = ;旋转轴 [ ]Tr 160,50,402 = ,旋转角为 15 , ;旋转轴

,旋转角为15 ,

° [ Tt 5,20,302 = ]
[ ]T70,70,20r3 = ° [ ]T30,30,t 103 = .模板平面上有一个圆,半径为 50.共有 10条均匀分布的通过圆心的

直线.图像上相应的投影点位置分别加上均值为 0,均方差为σ (噪声水平)的高斯噪声,噪声的均方差σ 由 0.4像

素~3.2像素.表 1是模拟实验求出的摄像机内参数随噪声变化的情况,所有结果均是 100次独立试验的平均值. 

为测试本文方法的稳定性,我们计算了不同噪声水平下的 5个内参数的均方差(如图 7～图 9所示).当噪声

的均方差σ 增加到 6.0像素时,内参数的均方差仍然相当小,这表明本文方法的鲁棒性较好. 
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  Fig.7  Standard deviations of u0 and v0           Fig.8  Standard deviations of fu and fv 

 图 7  u0,v0的均方差随噪声变化的关系         图 8  fu, fv的均方差随噪声变化的关系 
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Fig.9  Standard deviation of s 
图 9  s的均方差随噪声变化的关系 

从这组实验可以看出,本文方法标定精确性很好,鲁棒性也比较强,在比较大的噪声情形下,标定的结果仍

然令人满意(见表 1).  
Table 1  Calibrating results at different noise levels 
表 1  不同噪声水平下的标定结果 

Noise level① uf  
vf  s  0u  0v  

0.4 1 201.320 1 001.351 0.201 −0.544 0.000 
0.8 1 201.609 998.817 0.263 −1.991 0.448 
1.2 1 198.048 1 003.224 0.429 −2.396 0.852 
1.6 1 203.699 1 006.150 0.605 −3.245 2.087 
2.0 1 207.070 985.183 0.630 −6.949 2.664 
2.4 1 182.346 1 017.202 0.714 −7.567 4.369 
2.8 1 219.099 1 018.161 0.838 −8.536 4.433 
3.2 1 221.168 1 024.087 0.947 −15.345 9.673 

①噪声水平. 

不同的图像数目对标定的影响:本组实验测试了用于标定的图像数目对标定结果的影响.前 3 幅图四像对
应的摄像机的姿态和位置参数与第 1 组实验相同,从摄取第 4 幅图像开始,摄像机的旋转轴、旋转角度、位置
参数均是随机给定的.用于标定的图像数目从 3幅增加到 18幅,对于每一个图像数目,我们均进行了 100次独立
实验,每次实验均加上了噪声水平为 1.0 的高斯噪声.由实验结果(图 10～图 11)可以看出,使用更多的图像有助
于提高标定的精度.但当图像数目多于 6幅时,改进的效果已很不明显. 
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 Fig.10  Relative error of u0 and v0              Fig.11  Relative error of fu and fv 

 图 10  u0,v0的相对误差与图像数目的关系      图 11  fu, fv的相对误差与图像数目的关系 
圆的偏心率对标定的影响:本组实验测试了模板上的圆产生畸变对标定结果的影响.我们将圆的偏心率从

0增加到 0.3(偏心率 e定义为: ,其中 , 分别为长半轴、短半轴),对于每一个偏心率,均进行 100
次独立实验,每次实验均加上噪声水平为 1.0的高斯噪声.实验结果(如图 12和图 13所示)表明,圆的偏心率对标
定结果的影响并不显著. 
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Fig.12  Relative error of u0 and v0                       Fig.13  Relative error of fu and fv 

图 12  u0,v0的相对误差随圆离心率变化的关系   图 13  fu, fv的相对误差随圆离心率变化的关系 

本文方法与 Zhang 方法的比较:为了保证可比性,在用两种方法标定的过程中,我们设置的摄像机内外参
数、图像数目等条件均相同,Zhang 方法所需的标定点列是直接在本文方法所用的模板上选取的(共 13 个点).
图 14、图 15分别是两种方法标定得到的 u0, fu的相对误差的比较.实验结果表明,当噪声水平较低时,两种方法
标定结果相差不大,而当噪声水平增大到 3.0以上时,Zhang方法标定结果的相对误差明显大于本文方法. 
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Fig.14  Relative error of u0                               Fig.15  Relative error of fu 

图 14  u0的相对误差                         图 15  fu的相对误差 

2.2   真实图像实验 

我们采用真实图像实验来检验我们提出的摄像机标定方法.摄像机采用 CCD 数码相机,图像分辨率为
.我们用激光打印机打印了一个含 6 条直径的圆,贴在墙壁上,该圆的直径为 20cm.我们在不同的方

位拍摄了 4幅图像(图 16所示),利用这 4幅图像进行标定,标定结果如表 2所示. 
9601280×
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Fig.16  Two of the 4 real images taken by digital camera 
图 16  数码相机摄取的 4幅真实模板图像中的两幅 

Table 2  Calibrating results from the 4 images 
表 2  利用 4幅图像标定获得的摄像机内参数 

 α β γ u0 v0 

Computed value① 1 390.889 299 1 392.081 766 −7.465 854 574.236 974 6 449.545 619 3 

①计算值. 

最后,我们用立体视觉的方法来重建三维场景以检验前面得到的摄像机内参数.利用前面已标定的数码相
机拍摄标定块的两幅图像(如图 17 所示).在每幅图像的两个可见面上手工选取 18 个点,每个面上 9 个点(图像
中用“十”字标出),利用文献[6]的运动与结构重建算法,我们重建出标定块的两个面,图 18 显示了三维重建结果
不同视角的两幅视图.从图中可以看出,重建出的每个面上的点确实是共面的.另外,重建出的两个面之间的夹
角为 91°,这和实际值 90°是非常吻合的. 

 

 

 

 

 
Fig.17  Two images of a calibration rig taken        Fig.18  Two views of the reconstructed calibration rig 

by digital camera 
图 17  数码相机摄取的标定块的两幅图像            图 18  重建出的标定块两个面的两幅视图 

3   结  论 

在 Zhang 的平面模板摄像机标定方法的基础上,我们提出了一种基于圆环点的摄像机标定方法.该方法采
用了打印着含若干条直径的圆的新型模板,只需要摄像机在 3 个或 3 个以上不同的方位拍摄该模板的图像,即
可线性解出全部摄像机内参数.该方法的最大优点是不需要确定模板和图像点之间的匹配关系,也不需要知道
任何模板上的物理度量,完全摆脱了人工干预,整个标定过程非常简单,能够全自动进行,非常适合对计算机视
觉不太熟悉的人员使用.最后,我们还进一步证明,遵循与该方法类似的思路,可以设计多种多样的模板用于标
定.模拟和真实图像实验都表明了本文给出的方法具有较高的精度和鲁棒性. 
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Abstract: A new easy technique for calibrating a camera based on circular points is proposed. The proposed 
technique only requires the camera to observe a newly designed planar calibration pattern (referred to as the model 
plane hereinafter) which includes a circle and a pencil of lines passing through the circle’s center, at a few (at least 
three) different unknown orientations, then all the five intrinsic parameters can be determined linearly. The main 
point of the proposed technique is that it does not need know metric measurement on the model plane and the 
correspondences between points on the model plane and image one, hence it can be done fully automatically. The 
proposed technique is particularly useful for those people who are not familiar with computer vision. Experiments 
with simulated data as well as with real images show that the new technique is robust and accurate. 
Key words: camera calibration; circular points; model plane 
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