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摘要: 通过巧妙构造 Liapunov 函数,提出一种大范围收敛的求解优化问题的连续神经网络模型.它具有良好的功能
和性能,可以求解具有等式和不等式约束的非线性规划问题.该模型是 Newton 最速下降法对约束问题的推广,能有
效地提高解的精度.即使对正定二次规划问题,它也比现有的模型结构简单. 
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数学规划问题在信号与信息处理、最优控制、军事运筹和经济学中有非常广泛应用,其中非线性规划问题
占据着十分重要的地位,对非负定性的规划问题,其解的存在性理论已相当完整[1],大量的学术研究都是围绕算
法展开的. 
    1982 年,Hopfield 提出了以自己名字命名的神经网络,引进了能量函数概念,为神经网络应用于优化奠定了
理论基础,也为数学规划的算法研究开辟了一条新途径[2,3].它的优点在于易用电路实现,可在电路时间常数级
内求解大规模复杂的优化问题,比普通的规划问题数值算法迅速快捷.由于这种动力系统方法建立在对规划问
题解本质性描述的基础上,我们认为它是离散数值算法的高级形式,它克服了通过离散数值算法须寻求可行方
向的缺陷,由于有 Liapunov稳定性理论作为理论分析工具,比普通数值算法更容易得到收敛性,同时神经网络动
力系统的离散化还可产生新的近似数值算法[4],神经计算已成为软计算的重要组成部分. 
    连续 Hopfield 网络实质上基于梯度下降方法,由于它与具体问题的约束无关,应用上存在一定的困难.如何
将 Newton 无约束的下降流线方程[5]推广到有约束的情形是设计求解各种约束优化问题神经网络的关键.1996
年,文献[6]设计出一种全新的大范围收敛二次规划神经网络,克服了很多优化神经网络的不足,最近的文献[4,7]
使文献[6]网络的性能和功能更趋于完善.尽管文献[4,6,7]使得求解优化问题的神经网络研究达到了一个新的水
平,但我们经过仔细研究认为,它们仍然存在一定的缺陷.首先文献[6]模型的无约束情形并不是Newton下降流线
方程,即它不是 Newton 最速下降法的推广,其次文献[4,6,7]没有描述待优化目标函数的动态变化趋势,也没有描
述网络运动过程是否满足约束,更没有考虑收敛速率. 
    对于分析神经网络的稳定性,常用的方法是采用 Liapunov直接方法[8],但由于 Liapunov方法首先需要知道
平衡点的位置,它对于平衡点往往为规划问题解的神经网络动力系统来说无法应用.1959 年,LaSalle 发现了
Liapunov能量函数和 Birkhoff极限集之间的关系,提出了 LaSalle不变性原理[9],极大地推广了 Liapunov直接方
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法.由于 LaSalle 不变性原理不需要事先知道平衡点的位置,它是分析神经网络动力系统稳定性的有效工具,但
关键的问题在于构造合适的 Liapunov 能量函数,不同的 Liapunov能量函数对确立神经网络的结构和分析神经
网络的性能有很大的影响. 
本文利用闭凸集上的投影算子刻画规划问题的解,提出一种比文献[6]功能和性能更完善的神经网络模型,

它可以求解具有等式和不等式约束的非线性规划问题,更易得到满足约束条件的近似解.即使是对特例文献[6]
中的二次规划问题,本文的模型也比文献[6]简单,本文的模型是Newton最速下降法对复杂约束问题的推广,这本
身在数学理论上也很有意义,它非常便于分析特殊约束下目标函数的变化趋势和收敛速率,且在设计理想联想
记忆器和揭示联想记忆的理论依据方面也有重要贡献 [10,11].以上的一切都建立在巧妙构造神经网络系统
Liapunov 能量函数和运用 LaSalle 不变性原理的基础上.计算机模拟的结果说明了本文的理论分析是正确的,本
文的模型比文献[6]的模型更实用. 

1   非线性规划问题 

考虑下述混合约束的非线性规划问题: 
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其中 二阶连续可微, 是闭凸集,D 是RRf m →: mRQ ⊂ nm× 矩阵, .以下假定非线性规划问题式(1)的解集
非空, *是规划问题式(1)的一个解,P为 Q上的投影算子(其定义见引理 1.1). 
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    对非线性规划问题式(1),当 ( ) =xf xaAxx TT +
2
1

时,文献[6]提出以下模型： 
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    本文提出以下神经网络模型来求解: 
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    显然,本文的模型更为简单,网络实现更经济.这对大规模规划问题的神经网络的实现具有重要意义. 
定理 1.1. 是规划问题式(1)的解的充要条件是存在 ,使 *x *y

 ( )( )**** xfyDxPx T ′−+= , bDx =* . (4) 

证明:式(1)的问题的 Lagrange函数为 ( ) ( ) ( )bDxyxfyxL T −−=, ,根据假设条件, ( )xf 是凸函数. 

    根据 Khun-Tuker 鞍点型定理[12], *是规划问题式(1)的解的充要条件是存在 ,使 是 在

上的鞍点.即 

x *y ( )**, yx ( yxL , )
nRQ×

( ) ( ) ( )*,**,*, yxLyxLyxL ≤≤ , Qx∈∀ , . nRy∈∀
因此 ,  bDx =*
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 ( ) 0*,* ≥−′+− xxxfyDT , Qx∈∀ . (5) 

根据引理 1.1,它等价于式(4)(类似于文献[14]定理 1的证明).  

2   神经网络模型及其动态分析 

定理 2.1.令 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 *

2
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2 *
2
1, yyyx −=V , ( ) ( ) ( yxVyxVyx ,,, 21 + )V = , 

则 ( ) ( )( ) 22
1 *, xfyDxPxxxcyxV T ′−+−−−−≤ . 

    证明:见附录. 
    定理 2.2. 神经网络模型式(3)大范围渐近收敛于规划问题式(1)的解集. 

    证明: ,根据引理 1.1,式(3)的右端是 Lipschiz映射,根据常微分方程解的存在性和延拓性

理论
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    根据定理 2.1, V 是 上系统式(3)的 Liapunov函数( )yx, G [9],且 ( ) ( )( ) Gtytx ∈, . 

    根据假设和 Taylor定理, 
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因此 为有界集. G
    根据常微分方程解的存在性理论[5,8], ( ) +∞=00 , yxβ . 

    根 据 LaSalle 不 变 性 原 理 [9] 存 在 常 数 r , 使 ( ) ( )( ) ( )rVMtytx 1, −∩→ , 时 . 其 中+∞→t M 是

( ) ( ){ }GxyxVyxE ∈== ,0,:, 的最大不变集. 
    往证 M 中的任一点都是规划问题式(1)的解. ( ) Myx ∈∀ 11 , ,设 ( ) ( )( )tytx 11 , 是方程式(3)以 为初值的
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    故 是规划问题式(1)的解.由 的任意性,得证. ( 11 , yx ( 11 , yx )

注 2.1. 若规划问题式(1)没有等式约束 ,此时求解它的神经网络模型为bDx = ( )( ) xxfxP
t
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(2) 设式(3)的解 位于 中,则( )tx Q ( )xf 沿 单调递减.此时若( )tx P为恒等算子,模型式(3)正是经典的 Newton
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d xP 是最速下降流线方程[5]对约束问题的推广.因此式(3)是最速下降流线议方 

程[5]对复杂约束问题的推广.  
引理 2.1[12]. 对 有nRyx ∈∀ , , ( ) ( ) ( ) ( ) 2, yPxPyxypxP −≥−− . 

对有等式约束 的规划问题式(1),可以得到如下结论: bDx =

定理 2.3. 规划问题式(1)的 Lagrange 函数为 ( ) ( ) ( )bDxyxfyxL T −−=, ,设式(3)的解 位于Q中,当固定( )tx
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    下面的定理揭示了网络式(3)的解轨道受特殊约束的动态行为. 
    定理 2.4. 若Q { mixx i ,...,2,1,1: }=≤≤= ,则对 ,0 Qx ∈∀ 式(3)满足 ( ) 00 xx = 的解 ( )tx 仍位于Q中. 

证明: 可设( ) Q ×∈, , ( ) ( )( )tytx , 是式(3)以 ( )00 , yx 为初值的唯一解,其最大存在区间为 [ ( )),,0 00 yxβ ,

设存在 ,使 .显然存在1t Q ( )mi ≤i ≤1 ,使 或( )1 >txi 1 ( )1 1−<txi . 
    不妨设 ,因此必存在 和 ,使1> 2t 3t ( ) ( )23 txtx ii > 且 ( ) 1>txi , ( )32 , ttt∈∀ .但根据式 (3),此时有

, .此与) ( ) ( )23 txt i> 矛盾！即 ,( ) Qtx ∈ ( ))0y,0x,0[ β   

    注 2.2. 若 )在超闭立方体Q上满足假设 1,则模型式(3)在 上渐近收敛于规划问题式(1)的解集. Q
    注 2.3. 定理 2.4 表明当合理选择初值时,式(3)的解轨道不会跑出包含 的超闭立方体外,这对神经网络的
实现和具体控制器的设计具有重要意义.特别当 为超闭立方体,将初值选取在Q时,在我们所遇到几乎全部的

数值模拟中,用较长的步长和较短的模拟时间,所得到的模拟解就较好地满足了约束条件,即得到了较满意的可
行解(见第 3节例 1).可以说模型式(3)比模型式(2)有效提高了解的精度. 

Q
Q

    注 2.4.文献[16]虽然对文献[17]作了改进,但却假设了网络的运动轨迹满足不等式约束,对简单的不等式约
束( Q为超闭立方体),模型式(3)从理论上给予了保证. 

神经网络式(3)的电路实现与文献[6,18]的模型完全类似. 

3   计算机模拟 

    我们在 PC机上用四阶龙格-库塔法模拟了由方程式(3)确定的解规划问题式(1)的神经网络方法. 
    例 1:已知 ( )1,0,1,1,0,0,1,0 −−− , 

( )1v )1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 −−−−+++++= , ( )2v ( )1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 −+−−+−−−++=  
( )( )3v )1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 −−−+−−+++= , 4v ( )1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 ++−+−−−−+−=  

( )5v )1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 −+++−++−−= , ( )6v ( )1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 −−+++−+−++=  
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    本例实际上是求投影算子问题,它是标准的二次规划问题,在将 LSSM(linear system in a saturated mode)和
BSB(brain state in a box)完善为联想记忆器中投影算子起重要作用[10,11]. 
    显然,本题的理论解为(0.5, 0.5, 0, 0, 0, 0).当取步长为 0.1,模拟时间为 10时,模型 的输出结果 )3.2(

(0.486531, 0.486532, 0.00002, 0.000000, 0.000000,0.000002). 
而此时模型式(2)的输出结果 

(−0.078931, 0.285933, −0.108823, 0.358049, 0.413507, −0.060885). 
既使取步长为 0.001,模拟时间为 10000时,模型式(2)的输出结果仍为 

(0.499346, 0.499125, -0.00005, 0.000230, 0.000219,0.000085), 
仍然没有满足约束条件 03 . 
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    本例在一定程度上说明模型式(3)比模型式(2)满足约束条件更好,性能更优越. 
    例 2:考虑下述非线性规划问题(取自文献[18]): 
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添加两个松弛变量将后两个不等式约束转化为等式约束,此例等价于: 
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当 时 ,对 ,0,0 21 ≥≥ xx 4Rh∈∀ ( ) 0≥′′ hxfhT .根据注 2.2,可用模型式 (3)进行求解 .用 MATLAB(matrix 
laboratory)的 ode45 对模型式 (3)进行数值求解 ,模拟时间为 20 单位时间 ,文献 [18]提供的理论解为
( )3302.0,0 3395. .取初值为(10,0,0,0,0,0),得模拟结果为 ( )330239.0,339521.0 ,如图 1所示. 
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Fig1.  The dynamic trend of the neural network 
图 1  神经网络的动态趋势 

由上可见,模拟结果与理论解非常接近,它表明在一定程度上上述理论是正确的,方法也是可行的. 

4   结  论 

本文提出一种求解具有等式和不等式约束非线性规划问题的神经网络模型,理论分析和计算机模拟都表
明它是大范围渐近收敛的.与其他求解优化问题的神经网络模型相比,本文的模型是 Newton 最速下降法的推
广,且结构简单.网络的动态分析表明它还能得到了较满意的可行解,从而有效提高了解的精度. 
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附录. 

    定理 2.1的证明. 
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Abstract: In this paper, a kind of globally convergent continuous neural network for optimization problems is 
presented by designing Liapunov function skillfully, it has better function and higher performance. It is capable of 
solving nonlinear programming problems with the constraints of equality and inequality. The proposed neural 
network is an extension of Newton deepest decedent method for constraint problems, it can improve the accuracy of 
the solutions, and its structure is simpler than the existing networks even when it is for solving positive definite 
quadratic programming problems. 
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