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Abstract: The Projected Tetrahedra is a popular method in the field of tetrahedra database visualization. 
Tretrahedra must be sorted according to obstruction between them to achieve an accurate rendering image, but 
strong dependency among tetrahedra results in not only inefficient sorting, but also poor parallel execution. This 
paper proposes a tetrahedra sorting algorithm which is based on K-D tree spatial partitioning. The database in one 
leaf node are peeled into layers in natural order, and the tetrahedra in the same layer are unobstructed . The peeling 
of different leaf node is independent, and their sorted tetrahedra are organized together according to the obstruction 
between leaf nodes. The sorting efficiency has improved greatly through two-level parallelism and guarantees 
accurate sorting. The data structure can be implemented easily in a graphics processing unit (GPU). The 
experimental results show that the quick and accurate sorting based on K-D tree processed in GPU shortens the 
sorting time greatly. 
Key words: volume rendering; tetrahedra projection; K-D tree spatial partitioning; GPU (graphics processing unit); 

exact sorting 

摘  要: 投影四面体法是四面体体数据可视化的一种重要方法.为了保证绘制结果准确,每一帧都需要对所有四

面体按照遮挡关系进行排序,然而四面体之间强烈的依赖性不仅导致排序效率很低,而且很难并行实现.提出了一种

基于 K-D 树空间划分的快速精确的四面体排序策略,在每个叶节点内逐层并行提取互不遮挡的四面体,层与层之间

                                                             
∗ 基金项目: 国家自然科学基金(61003193, 81172124); 国家高技术研究发展计划(863)(2012AA120903); 浙江省科技厅公益项

目(2011C21058) 

 收稿时间: 2012-05-30; 定稿时间: 2012-09-29 



 

 

 

70 Journal of Software 软件学报 Vol.23, Supplement (2), December 2012   

 

自然有序,且各叶节点的操作彼此独立进行.最后将结果按照叶节点之间的空间遮挡顺序组织在一起.通过两个级别

的并行,在保证精确排序的同时极大地提高了效率,且数据结构易于图形处理单元 GPU 实现.实验结果表明,基于

K-D 树快速精确排序策略的 GPU 实现极大地缩短了排序时间. 
关键词: 体绘制;四面体投影;K-D 树空间划分;图形处理单元;精确排序 

科学计算可视化是计算机应用科学的一个重要研究方向,其中体绘制因为能够有效展示三维数据场的内

部细节信息,被广泛地应用于地质数据分析[1]、流体计算仿真[2]、气象分析[3]等许多领域.可视化的结果可以让

相关人员从繁杂的数据中摆脱出来,迅速提取有意义的特征和结果.与规则体数据在三维空间中等间距剖分不

同,大部分物理模拟计算(如有限元分析)生成的不规则体数据在空间上分布密度变化较大,能够展现变化剧烈

区域的细节,并同时减少变化平缓区域的数据存储冗余.四面体是一种最常见的不规则体数据,作为三维空间中

的单体,它具有表示简单、插值容易、易于表达其他类型体数据的特点,因而成为近些年来科学可视化领域的

热点研究问题[3−9]. 
四面体的体绘制方法主要分为光线投射法[4]和投影法[5].光线投射法在规则体数据的可视化中应用非常广

泛,能够获得高质量的结果,但逐光线遍历不规则体数据效率较低;与其相比,投影法将所有四面体按照一定的

顺序投影到屏幕上,累积光学属性,有利于存储空间分配和计算机的并行实现.Shirley 等人提出的四面体投影法

(projected tetrahedra,简称 PT)[5]因为将投影后的四面体分解为三角形,利用了现代 GPU 的硬件加速,因而极大地

促进了投影法的发展,成为一种基本四面体体绘制方法,被许多研究者所采用[6−8]. 
PT 法需要在投影前将四面体进行排序,这是制约 PT 法效率的关键因素.为了提高排序效率,Maximo 等   

人[6,7]以牺牲一定绘制质量为代价,利用四面体重心的 z 坐标进行近似排序.而早在 1992 年提出的精确排序

MPVO(meshed polyhedra visibility ordering)方法[10]利用遮挡关系进行排序,因为四面体之间的空间邻接关系依

赖性很强,只能按照从远到近或从近到远的顺序进行排序,所以像快速排序等许多 CPU 中的优秀排序方法不能

应用于其中,难以并行实现. 
针对上述问题,本文提出了一种基于 K-D 树的快速精确排序方法.首先沿着坐标轴将数据集进行空间切割,

将切割结果保存到 K-D 树中.然后在每个叶节点内逐层并行提取四面体,同层四面体之间互不遮挡,层与层之间

自然有序.每个叶节点内的四面体排序是独立进行的,彼此并行.最后按照叶节点之间的空间遮挡关系将排序结

果组织在一起.通过两个级别的并行,极大地提高了排序的效率. 
本文第 1 节讨论相关工作.第 2 节介绍基于 K-D 树的空间切割.第 3 节介绍排序和绘制.第 4 节展示实验结

果.第 5 节总结本文工作. 

1   相关工作 

投影法是基于物体空间的直接体绘制方法.Shirley 和 Tuchman 提出的 PT 法[5]因为用到了现代计算机的光

栅化硬件加速而将投影法推到了新的高度,在此基础上,产生了一系列新方法[6−8].Wylie 等人[8]提出了第一种采

用 GPU 加速的 PT 方法.方法用统一的模型表示投影分解的类型.这种简单而快速的方法在提高效率的同时带

来了大量的数据冗余.Marroquim 等人的方法[6]在一次绘制中两次利用了 GPU.先在 GPU 中计算投影类型、四

面体重心 z 坐标等,然后在 CPU 中排序,最后用 GPU 绘制.数据传输效率对该方法影响很大.硬件加速的四面体

投影方法[7]利用了现代硬件的发展,将产生顶点数量变化的投影分解操作在几何渲染器中完成,建立了统一的

绘制模型,效率较高. 
从后向前: 
 C′i=Ci+(1−Ai)C′i−1 (1) 
从前向后: 
 C′i=C′i+1+(1−A′i+1)Ci, A′i=A′i+1+(1−A′i+1)Ai (2) 
投影法在累积所有四面体对屏幕的光学属性贡献时,按照公式(1)或公式(2)[11]进行累加.其中,C 表示颜色,A
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表示不透明度,C′和 A′表示累加后的结果.无论从前向后还是从后向前,都必须依次进行,这就要求四面体必须是

有序的,且顺序随着视点的变化而有所不同.现已提出许多四面体排序方法.基于 GPU 的快速排序[12]和双调排

序网络∗∗这两种方法按照四面体重心的 z 坐标进行不精确排序.快速自适应多路排序方法[13]考虑了四面体之间

的空间连贯性,加快了不精确排序的效率.硬件加速的可见性排序方法[9]先后在物体空间和图像空间进行了两

次排序,排序精度较高.MPVO[10]是一种精确排序方法,四面体间强烈的依赖性导致效率很低,且难以并行实现. 
为了提高精确排序效率,本文采用 K-D 树方式将原始体数据进行切割,每个叶节点内的四面体在 GPU 中独

立排序,各叶节点之间的操作并行进行,从而提高整体的效率.很多方法[14,15]在光线追踪中使用 K-D 树,并证明

了由 K-D 树建立的场景结构比统一模型效率高很多.本文将 K-D 树引入到四面体排序中,同样带来了大幅度的

效率提升. 

2   基于 K-D 树的空间切割 

PT 法必须首先沿着视线方向对所有四面体进行排序,然后才能投影和绘制.对于大规模体数据,这种排序

开销很大,而且随着视点的改变,必须重新排序.将原始数据分成多个子集,在每个子集中随着四面体数量的减

少,排序的负担也会下降.各子集彼此独立,并行排序,就可以提高整体的效率.本文在这个策略的指导下,采用

K-D 树重新组织体数据集,与切割面相交的四面体将被切割成多个小四面体.属于不同叶节点的四面体集并行

排序. 

2.1   切割的原因 

 
 
 
 
 
 

Fig.1  Diagram of partition (dotted line is partition plane) 
图 1  数据集切割示意图(虚线表示切割面) 

在采用多个子集表示原始数据时,最主要的问题是如何处理与切割面相交的四面体.如果将这些四面体完

全丢弃,则会在绘制结果中产生裂缝.如果将四面体归属到离视点较近的叶节点中,则在某些情况下会出现不正

确的遮挡关系,导致绘制效果中出现明显的错误.如图 1 所示,四面体 E 与切割面相交,如果将 E 归属到叶节点 1
中,此时 F 属于叶节点 2,按照叶节点之间的空间遮挡关系,E 应该遮挡 F,但事实正好相反.如果将四面体归属到

离视点较远的那个叶节点中,会产生同样的问题,参见图 1 中的四面体 C 和 D 的关系.如果将切割面上的四面体

同时归属到与其相交的两个叶节点中,则会使问题进一步恶化.出现以上现象的根源在于在空间上跨越多个叶

节点的四面体,因此本文将与切割面相交的四面体切割成多个小四面体,使每个四面体在空间上属于且只属于

1 个叶节点,保证不同叶节点内的四面体数据集相互独立,从而避免上述问题的出现. 
本文采用的切割面是与坐标轴垂直的平面,这样保证切割后每个叶节点在空间上都是长方体,一方面可以

防止相互遮挡的现象,另一方面也容易确定两个叶节点在给定视点下的先后顺序.平面与坐标轴垂直可以使计

算进一步简化. 

2.2   切割模型 

一个四面体被某个平面切割,会产生 4 种模型,如图 2 所示.在图 2(a)中,切割面通过原四面体的一条边,并与
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另一条边相交,切割后形成 2 个新四面体;在图 2(b)中,切割面通过原四面体的一个顶点,而与该顶点相对面上的

两条边相交,新生成的四棱锥 ABCEF进一步被切割成两个四面体;在图 2(c)中,切割面与原四面体的 3条边相交,
三棱台 EFGCDB 被进一步划分为 3 个四面体.共产生 4 个新四面体;在图 2(d)中,切割面与原四面体的 4 条边相

交,每一侧都被进一步划分为 3 个四面体.共生成 6 个新四面体.因为两侧的情况完全相同,为了视觉上的清晰,
图 2(d)中只画了其中一侧的切割情况. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Four types model of partitioned tetrahedra. Partition plane are: (a) ABE; (b) AEF; (c) EFG; (d) EFGH 
图 2  四面体被平面切割的 4 种模型,切割面分别为:(a) ABE; (b) AEF; (c) EFG; (d) EFGH 

2.3   切割策略 

按照图 2 所示的切割模型,每个被切割的四面体将会产生 2~6 个新四面体.四面体的数量影响绘制的效率

以及存储空间的分配,而切割后两侧四面体数量是否平衡影响排序的效率.因此分割面的确定必须考虑这两个

因素,具体算法如下: 
1) 在有效空间范围内,均匀建立 N 个与 x 轴垂直的切割平面 Xi(i=1,2,…,N),每个平面将原始的数据集切割

成不相交的两部分,新生成四面体的数量与原数据集中四面体数量的比例为βi. 
2) 找到最小的βi,如果βi 大于阈值Φ,则转步骤 5);否则记录对应的 Xi. 
3) 计算下式α的值,其中,l 和 r 表示 Xi 两侧所包含的四面体个数: 

α=(|l–r|)/((l+r)/2). 
如果α小于设定的阈值ε,则说明切割平面两侧负载平衡,记录 Xi,转步骤 6). 

4) 查找βi 之外的最小值,重复步骤 2)和步骤 3),直到发现第 1 个符合条件的切割平面为止.如果所有的平面

都不符合要求,则放弃沿 x 轴切割. 
5) 沿 y,z 坐标轴做相同的处理,得到切割平面 Yj 和 Zk.Xi,Yj 和 Zk 所对应的β值最小的平面为切割平面. 
6) 对新生成的节点,重复以上的步骤 1)~步骤 5),直到不能确定新的切割平面,或到达指定的划分深度为止. 
在以上策略中,步骤 2 保证新生成的四面体数量尽量少,步骤 3 保证每次切割后两侧四面体数量的负载平

衡.如果通过以上策略找不到合适的切割平面,则可以将原始的体数据根据自身的特点进行适当的旋转再切割. 
采用 K-D 树记录切割之后的体数据.每个非叶节点记录切割平面的位置,每个叶节点记录所包含的四面体.

任意节点都是空间上一个坐标轴对齐的长方体.切割后的任意一个四面体 T,存在且仅存在 1 个叶节点 N,T 在空

间上不超出 N 的范围,记为 T∈N. 

3   排序和绘制 

为了保证绘制结果准确,本文将所有四面体进行精确排序.切割后形成的 K-D 树使排序工作能够在各个叶

节点的空间范围里同时进行,然后按照叶节点之间的空间遮挡关系将各自的排序结果组织在一起,并依次投影

到屏幕上,形成最终的图像. 

3.1   叶节点内四面体的排序 

对于叶节点内的所有四面体,按照以下 3 个步骤进行排序: 
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1) 建立四面体数据集的邻接关系.根据四面体之间的共享顶点和共享面,建立邻接关系. 
2) 建立相邻四面体之间的遮挡关系.任意共享面都是平面,对于给定的视点,无论是平行投影还是透视投

影,都可以确定共享该面的两个四面体之间的遮挡关系. 
3) 拓扑排序.首先找到所有不被遮挡的四面体,作为第 0 层;然后查找与第 0 层相邻,且只被第 0 层遮挡的四

面体,作为第 1 层;类似操作从近到远依次进行下去,直到所有四面体都被确定层次.同层的四面体彼此互不遮

挡,因此顺序任意.拓扑排序过程也可以从远到近进行. 

3.2   整体顺序的建立 

空间中任意两个凸体 A 和 B,如果针对某一视点位置 e,B 遮挡 A,记为 A<eB;如果 B 遮挡 A 或互不遮挡,记为

A≤eB.根据Williams等人[10]对遮挡提出的定义,可以推导出对于任意两个叶节点Nm和Nk(m≠k)和任意两个四面

体 Ti∈Nm 和 Tj∈Nk,如果 Nm≤e Nk,则 Ti≤eTj.因此,只要将每个叶节点完成排序的四面体按照叶节点之间的遮挡

顺序组织在一起,就完成了所有四面体的排序. 
如图 3 所示,体数据被划分为 4 个叶节点,按照从前向后 B1B2B3B4 的顺序将各自独立排序的结果依次存储

到四面体绘制队列中.B2中的四面体要比 B3中的四面体先执行投影操作.虽然 B3中的某些四面体可能离视点更

近,但并不遮挡 B2 中的四面体,不会影响最终的绘制结果. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Diagram of 4 nodes of partition 
图 3  体数据被划分为 4 个叶节点的示意图 

3.3   投影分解和绘制 

按照 PT 法的绘制流程,将绘制队列中的四面体逐一投影到屏幕上,然后按照图 4 所示的 4 种类型进行分解.
分解后的每个三角形在顶点处记录了通过该点光线的入点值 Sf、出点值 Sb 和光线在该四面体内的有效距离 l,
如图 5 所示.将三角形光栅化,通过查表可以得到该四面体对相应像素的贡献.按照投影顺序累积每个四面体的

贡献,得到最终的绘制结果,如图 6 和图 7 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B1 

B2
B4

B3

Class1

Class2

Class3 Class4

Fig.4  Decomposition type 
图 4  分解类型 

Fig.5  Ray and tetrahedra 
图 5  光线与四面体 

Sf Sf

l Ray 



 

 

 

74 Journal of Software 软件学报 Vol.23, Supplement (2), December 2012   

 

  

Fig.6  Rendering result of BluntFin 

图 6  BluntFin 数据集的绘制结果 

Fig.7  Rendering result of Post 
图 7  Post 数据集的绘制结果 

4   实验结果 

实验配置如下:CPU:Intel E7400 2.8GHz,内存:4G,图形卡:NVIDIA GeForce GTX260(1 024MB 显存).本文采

用的 CUDA 版本为 3.2,绘制图像分辨率均为 512×512. 

4.1   分割与四面体数量的变化对比 

随着切割次数的增加,四面体的数量也会增长.因为本文方法每次切割都寻找新增四面体数量最小的切割

面,因此增长比例得到较好控制.如图 8 所示,数量变化基本成线性增长,当切割为 8 份时,3 个数据集四面体数量

都几乎为原数据集的 1.6 倍.但是当切割次数过多时,寻找最优面的耗时、需要被切割四面体的数量以及切割后

重复顶点的剔除都会大量增加,使得切割的时间成倍增长,而且会对数据存储造成沉重负担,因此切割深度必须

限制在一定范围内. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.8  Partition and tetrahedra number 
图 8  分割次数与四面体数量的变化 

4.2   分割对排序层次和效率的影响 

分割对于排序层数的影响非常大.每次分割将完全串行的层次遍历过程分成了并行的两部分.图 9 和图 10
展示了原始数据集,沿视线方向将数据集切割成 2 部分或 4 部分,这 3 种方案对排序层次和时间的影响.表 1 针

对 Bluntfin,Post 和 Spx2 这 3 个数据集,数据集分成 2 部分和 4 部分平均下降为原来的 61.0%和 38.0%,而排序

时间平均下降为分割前的 63.7%和 43.6%.在保证绘制结果不变的同时,极大地减少了排序的时间.分割对于投

影分解和绘制的影响非常小,因此整体的帧率随之上升,表 1 中的 Spx2 数据集划分为 4 部分后帧率上升为原来

的 1.8 倍. 
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Fig.10  Partition and sorting time 
图 10  切割后排序时间的变化 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Table 1  Data comparison of datasets after partition 
表 1  不同数据集切割后的数据对比 

层次下降比例(%) 时间下降比例(%) 帧率 
数据集 四面体数(k) 

2 部分 4 部分 2 部分 4 部分 不分割 2 部分 4 部分 
Bluntfin 187 70.0 44.2 71.5 49.3 9.4 11.5 14.1 

Post 513 58.1 34.7 63.8 41.4 3.9 5.0 6.0 
Spx2 828 54.9 35.1 55.7 40.1 1.5 2.2 2.7 
平均值 − 61.0 38.0 63.7 43.6 − − − 

 

5   总  结 

本文提出了基于 K-D 树的快速精确排序方法,提高了投影法体绘制的效率.该方法的关键在于,通过切割使

不同叶节点内的四面体具有了相对的独立性,从而达到了并行排序的目的.在叶节点排序时,属于同层的四面体

是并行查找的,这两个级别的并行极大地提高了排序的效率. 
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