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Abstract: The Mumford-Shah model for planar image segmentation chas been extended to variational models for 
image segmentation on implicit surfaces in this paper. The closed surfaces are denoted as zero-level set of signed 
distance functions, and the open surfaces are expressed as interaction sets of zero-level set and binary functions. 
With the use of intrinsic gradients and intrinsic divergences, the Mumford-Shah model for image segmentation on 
implicit surfaces is formulated. In order to improve their generality, the paper uses a generalized smoothness term 
which can be exemplified for different types. In order to improve computation efficiency, the study designs the Split 
Bregman algorithms via introducing auxiliary variables and Bregman iterative parameters for the proposed models. 
Numerical examples validate the models and algorithms finally. 
Key words: image segmentation; variational methods; Mumford-Shah model; Split Bregman algorithm 

摘  要: 将平面图像变分分割的 Mumford-Shah 模型推广于隐式曲面上图像分割问题.封闭曲面用符号距离函数

的零水平集来表达,开式曲面用符号距离函数的零水平集与二值标记函数的交集来表达,借助内蕴梯度、内蕴散度

等概念首先建立了隐式曲面上图像分割的 Mumford-Shah 模型.为了提高通用性,所提出的 Mumford-Shah 模型的光

滑项采用通用形式,可适用于总变差等多种形式的光滑项模型.此外,还通过引进辅助变量和 Bregman 迭代参数设计

所提出模型的 Split Bregman 算法.多个数值实验对所提出的模型和算法的可行性进行了验证. 
关键词: 图像分割;变分方法;隐式曲面;Mumford-Shah 模型;Split Bregman 算法 

Mumford-Shah 模型[1]是变分图像分割研究的基础.该模型将原图像等效为分段光滑图像和最小分割线.由
于图像和分割线维数不同,造成优化计算上的困难,为此,Chan 和 Vese[2,3]基于退化的 Mumford-Shah 模型,借助

于水平集方法[4]提出了两相(Chan-Vese 模型)与多相图像分割的变分水平集模型,Ambrosio 等人[5]则通过引入

辅助变量和近似椭圆函数构造了在 Gamma 收敛意义下的等效能量泛函极值问题,并被应用于图像修复[6]、彩

色图像分割[7,8]、彩色纹理图像恢复[9]、图像配准[10]等.本文研究的目的是将 Mumfor-Shah 模型应用于隐式曲

面上的图像分割问题. 
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隐式曲面上的图像处理变分方法的研究始于 Bertalmio 等人[11]关于曲面上图像恢复的问题.该问题与一般

图像恢复的区别在于,曲面上的图像特征依赖于其定义的曲面的局部几何特征,图像强度的变化依赖于曲面的

变化.借助于文献[11]定义的内蕴梯度、内蕴散度的定义,文献[12−14]将文献[2,3]推广到隐式曲面上的两相、多

相图像分割问题.曲面上的图像分割、分类对于基于曲面的资源分类、统计具有重要意义,本文将文献[5]中提

出的基于 Gamma 收敛的 Mumford-Shah 模型推广到曲面上的图像分割问题,但与文献[5]的区别在于,本文采用

通用的光滑项形式,与文献[12−14]的区别在于,本文不仅研究闭曲面且研究开曲面上的分段光滑图像分割问题,
而且为了提高计算效率,本文还为所提出的模型设计了简单快速的 Split Bregman 算法[15,16]. 

本文第 1 节介绍传统 Mumford-Shah 模型及曲面上两相图像分割的 Chan-Vese 模型基础.第 2 节提出闭/开
曲面上图像分割的 Mumford-Shah 模型,并设计相应的 Split Bregman 算法.第 3 节为数值算例.第 4 节为结束语. 

1   Mumford-Shah 模型及封闭隐式曲面上的两相图像分割问题 

对于定义于矩形开区域 Ω 上的灰度图像 ( ) : , ,f x xΩ Ω→ ∈ Mumford-Shah 模型[1] 

 ( ) ( ) ( ){ }22 1

/ /,
Min , d d N

K Ku K
E u K u f x u x H K

Ω Ω
α β −= − + ∇ +∫ ∫  (1) 

用边缘点集 K 将原图像分割为光滑图像区域 ( ) , /u x x KΩ∈ .式(1)右端第 1 项为数据项,表示在光滑区域近似

图像与原图像的逼近程度,第 2 项为对分段图像光滑程度的惩罚项, ( )1NH K− 为图像中边缘点构成的分割线长

度,后者两项统称为规则项, ,α β 为惩罚参数, α 越大,分段图像越光滑; β 越大,由边缘点构成的分割线越短.为
了避免不同维空间变量共存造成的优化问题的困难,文献[5]将 u 定义为特殊有界变差函数空间 ( )SBV Ω 中的

函数,将式(1)改写为 

 ( ) ( )( ) ( ){ }22 1Min d N
uΩu

E u u f u x H Sα β −= − + ∇ +∫  (2) 

其中, uS 为 u 的不连续的点的集合.该模型的近似求解主要有变分水平集方法、二值标记函数方法、椭圆函数

近似方法. 
Vese 等人[2]用符号距离函数 ( )xφ 零水平集表达区域划分的连续轮廓线采用变分水平集方法将式(2)近  

似为 

 
( ) ( )( ) ( ){

( )( ) ( )( ) ( ) }
1 2

22
1 2 1 1 1 1, ,

22
2 2 2 2

Min , , d

                              1 d d

u u
E u u u f u H x

u f u H x H x

Ωφ

Ω Ω

φ γ α φ

γ α φ β φ

= − + ∇ +

− + ∇ − + ∇

∫

∫ ∫
 (3) 

用 1Ω 表示分割图像的前景, 2 1\Ω Ω Ω= 则表示分割图像的背景, Γ 表示二者的分割轮廓线.当用 1 2,u u 表示

前景与背景的分段光滑图像时,其前两项为分段光滑图像估计的数据项,第 3项则为式(2)中第 3项的近似, 1 2, ,α α  

1 2, ,γ γ β 为相应项的惩罚参数.其中,采用符号距离函数定义的水平集函数 ( )xφ 为 ( )
( )

( )

1

2

, ,
0, ,

, ,

d x x
x x

d x x

Γ Ω
φ Γ

Γ Ω

⎧ ∈
⎪= ∈⎨
⎪− ∈⎩

 

( ),d x Γ 为图像空间中任意点到轮廓线的最小距离. ( )
1, 0
0, otherwise

H
φ

φ
⎧

= ⎨
⎩

≥
为 Heaviside 函数. 

文献[17]则直接用二值标记函数 ( ) 1
1 2 1 2

2

1,
, , ,

0,
x

x
x

Ω
φ Ω Ω Ω Ω Ω

Ω
∈⎧

= = ∪ ∩ = ∅⎨ ∈⎩
将式(3)改写为如下约束优化

问题: 

 
{ }

( ) ( )( ) ( )( )( ){ }
1 2

2 22 2
1 2 1 1 1 1 2 2 2 2, , 0,1

Min , , d 1 d d
u u

E u u u f u x u f u x x
Ω Ω Ωφ

φ γ α φ γ α φ β φ
∈

= − + ∇ + − + ∇ − + ∇∫ ∫ ∫  (4) 

Chan-Vese 模型(3)采用零水平集表示的动态轮廓线划分区域,模型(4)采用标记函数来区分不同的区域. 
文献[5]基于 Gamma 收敛的概念,采用椭圆函数将(2)表达为 Gamma 收敛意义下的近似模型: 
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 ( ) ( ) ( )2
2 22 2 1

, d d d
4

v
E u v u f x v u x v xε Ω Ω Ω

α β ε
ε

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= − + ∇ + ∇ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  (5) 

,α β 为光滑项和长度项的惩罚参数 , ε 为正的小参数 ,当 0ε → 时 , ( ) ( ), ,E u v E uε → 且 u uε → , ( )v x →  

0,
.

1, otherwise
ux S∈⎧

⎨
⎩

从而, ( ) 0v x → 的点对应区域分割的边缘点, ( ) 1v x → 的点对应光滑区域. 

基于文献[11]定义的内蕴梯度、内蕴散度等概念,文献[12]用固定符号距离函数的零水平集 ( ) 0xΨ = 表达

隐式曲面 S ,用该固定零水平集与另一动态符号距离函数 ( )xφ 的零水平集的交集表达曲面上图像分割的动态

轮廓线,设计了如下隐式曲面上分段常值两相图像分割的变分水平集模型: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ){

( ) ( )( ) }
1 2

2 2
1 2 1 1 2 2, ,

Min , , d 1 d

                              d

u u
E u u u f H H x x u f H H x x

P H H x x

Ω Ωφ

ΨΩ

φ γ φ Ψ γ φ Ψ

β φ Ψ∇

= − ∇ + − − ∇ +

∇ ∇

∫ ∫

∫
 (6) 

文献[13]研究了与文献[12]相同的问题,其区别在于,曲面上区域的划分采用动态二值标记函数法,相应的

变分模型为 

 { }
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){

( )( ) }
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1 2 1 1 2 2, , 0,1

Min , , d 1 d

                                   d

u u
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Ω Ωφ

ΨΩ

φ γ φ Ψ γ φ Ψ

β φ Ψ

∈

∇
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∇ ∇

∫ ∫

∫
 (7) 

在式(6)、式(7)中, f 为定义于曲面 ( ) 0xΨ = 上的灰度图像,内蕴梯度为 2P IΨ
Ψ Ψφ φ

Ψ
∇

⎛ ⎞∇ ⊗ ∇⎜ ⎟∇ = − ∇
⎜ ⎟∇⎝ ⎠

,梯度

投影算子为 2P IΨ
Ψ Ψ

Ψ
∇

∇ ⊗ ∇
= −

∇
,其作用是将三维空间中的矢量投影到零水平集切平面上.本文拟将基于式(5) 

的相关模型推广到隐式开/闭曲面上灰度图像分段光滑图像分割. 

2   隐式曲面上灰度图像变分分割的 Mumford-Shah 模型及算法 

根据不同的图像光滑惩罚项定义,灰度图像分割的 Mnmford-Shah 模型还有其他推广形式,如 Shah[18]受 TV
模型[19]启发,提出了基于 TV 光滑项的模型: 

 ( ) ( ) ( )2
22 2

,

1
Min , d d d

4u v

v
E u v u f x v u x v xε Ω Ω Ω

α β ε
ε

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪⎜ ⎟= − + ∇ + ∇ +⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫ ∫ ∫  (8) 

文献[20]则提出了基于黎曼几何的光滑项的推广形式
22 1 d .v u x

Ω
+ ∇∫ 为了提高模型的通用性,本文的研究基

于如下通用模型: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
22 2

,

1
Min , d d d

4u v

v
E u v u f x v u x v xε Ω Ω Ω

α ϕ β ε
ε

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪⎜ ⎟= − + ∇ + ∇ +⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫ ∫ ∫  (9) 

其中, ( )uϕ ∇ 为图像强度梯度模的凸函数.当 ( ) ( ) ( )2 2, , 1u u u u u uϕ ϕ ϕ∇ = ∇ ∇ = ∇ ∇ = + ∇ 时,式(9)分别称为

MSH1,MSTV,MSG 模型. 
设拟分割的灰度图像 f 定义于封闭曲面 S 上,分割后曲面上分段光滑图像用 u 表达,则与(9)对应的曲面 S

上图像分割的广义 Mumford-Shah 模型为 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
22 2

,

1
Min , d d d

4S SS S Su v

v
E u v u f s v u s v sα ϕ β ε

ε

⎧ ⎫⎛ ⎞−⎪ ⎪⎜ ⎟= − + ∇ + ∇ +⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫ ∫ ∫  (10) 

式(10)与式(9)的区别在于积分区域为曲面而非平面图像,其中,图像强度的梯度为内蕴于曲面的梯度,即欧
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氏空间的梯度在曲面 S 的切平面上的投影.当用连续符号距离函数 ( )xΨ 的零水平集 ( ) 0xΨ = 表达 S 时, Su∇ =  

2 ,P u I uΨ
Ψ Ψ

Ψ
∇

⎛ ⎞∇ ⊗ ∇⎜ ⎟∇ = − ∇
⎜ ⎟∇⎝ ⎠

相应地,内蕴 Laplace 算子为
1 ( | |).

| |Su P uΨ Ψ
Ψ ∇Δ = ∇ ⋅ ∇ ∇

∇
曲面上 v 的内蕴梯度、

内蕴 Laplace 算子形式相同.由余面积(co-area)公式可知,零水平集上积分微元为 d ( ) d ( )d ,s H x xΨ Ψ δ Ψ= ∇ = ∇

其中,Dirac 函数
d ( )( )

d
H Ψδ Ψ

Ψ
= 为 Heaviside 函数 ( )H Ψ 的广义导数.从而可将式(10)改写为隐式闭曲面上图像 

分割的广义 Mumford-Shah 模型: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

,

2
2

Min , d d

1
                        d

4

u v
E u v u f x x x v P u x x x

v
P v x x x

ΨΩ Ω

ΨΩ

Ψ δ Ψ α ϕ Ψ δ Ψ

β ε Ψ δ Ψ
ε

∇

∇

⎧
= − ∇ + ∇ ∇ +⎨

⎩
⎫⎛ ⎞− ⎪⎜ ⎟∇ + ∇ ⎬⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎭

∫ ∫

∫
 (11) 

当 ( ) 2P u P uΨ Ψϕ ∇ ∇∇ = ∇ , ( )P u P uΨ Ψϕ ∇ ∇∇ = ∇ , ( ) 21P u P uΨ Ψϕ ∇ ∇∇ = + ∇ 时,式(11)分别实例化为隐式闭曲面上

的 MSH1,MSTV,MSG 模型. 
对含有两个变量的能量泛函极值问题(11),通常采用交替优化方法求解,即临时固定一个变量,采用变分方

法求关于另一个变量的极值问题.由此可推出关于 u,v 的 Euler-Lagrange 方程和对应的梯度降方程分别为 

 
( ) ( ) ( ) ( )22 0, in
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P uu f v P u x
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P u n
P u

Ψ
Ψ

Ψ

Ψ

Ψ
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∇
∇

∇

∇

∇
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∇⎪ ⋅ =  ∂⎪ ∇⎩

 (12.1) 
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Ψ
Ψ

Ψ

Ψ

Ψ
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∇
∇
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∇
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∇⎪ ⋅ =  ∂⎪ ∇⎩

 (12.2) 
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( ) ( ) ( )( )1 22 0, in
2

0, on

v
v P u P v x

x

P v n

Ψ Ψ

Ψ

εβα ϕ β Ψ Ω
ε Ψ

Ω

∇ ∇

∇

⎧ −
∇ + − ∇ ⋅ ∇ ∇ =  ⎪ ∇⎨

⎪ ∇ ⋅ =  ∂⎩

 (13.1) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 1 0, in

2

0 on

v v P u v P v x
t x

P v n

Ψ Ψ

Ψ

β εβα ϕ Ψ Ω
ε Ψ

Ω

∇ ∇

∇

∂⎧ = − ∇ − − + ∇ ⋅ ∇ ∇ =  ⎪ ∂ ∇⎨
⎪ ∇ ⋅ =  ∂⎩

 (13.2) 

在采用差分方法计算时,式(12)导致曲面上二阶导数的复杂差分格式,也导致较低的计算效率.本文为所提

出的模型(11)设计简单、快速的 Split Bregman 算法.该方法由 Goldstein,Osher[15]针对图像恢复提出,并在文献

[16]中被推广于平面图像两相分割的变分模型的快速计算.其基本思想是通过引进辅助变量将原非线性模型转

化为简单的线性化模型,并通过引进 Bregman 迭代参数以修正线性化模型的结果.为此,以下通过引入辅助变量

w 和 Bregman 迭代参数 b ,将式(11)改写为如下迭代优化格式: 

 ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2
21 1 1

, ,

21

, , d d

1
, , ArgMin d

4

d
2

k k k

u w v

k

E u w v u f x x x v w x x x

v
u w v P v x x x

w P u b x x x

Ω Ω

ΨΩ

ΨΩ

Ψ δ Ψ α ϕ Ψ δ Ψ

β ε Ψ δ Ψ
ε

θ Ψ δ Ψ

+ + +
∇

+
∇

⎧ ⎫
= − ∇ + ∇ +⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎛ ⎞⎪ ⎪−⎪ ⎪⎜ ⎟= ∇ + ∇ +⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠

⎪ ⎪
⎪ ⎪− ∇ − ∇
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫

∫

∫

 (14) 
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以使式(14)取得极小值时, w u≈ ∇ .其中, 1k k k kb b P u wΨ
+

∇= + ∇ − , 0 0 00,b w u f= = = .对式(14)采用交替优化方法

得关于 u 的 Euler-Lagrange 方程为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1

1

0, in

0, on

k k

k k

w P u b x u f
x

w P u b n

Ψ

Ψ

θ Ψ Ω
Ψ

Ω

+
∇

+
∇

⎧ ∇ ⋅ − ∇ − ∇ + − =  ⎪ ∇⎨
⎪ − ∇ − ⋅ =  ∂⎩

 (15.1) 

关于 1kw + 的近似广义软阈值公式为 

 ( ) ( )
1 121 1 1
1 1

Max ,0
k k

k k k k k
k k

P u bw P u b v w
P u b

Ψ
Ψ

Ψ

α ϕ
θ

+ +
+ + + ∇

∇ + +
∇

∇ +⎛ ⎞′= ∇ + −⎜ ⎟ ∇ +⎝ ⎠
 (15.2) 

关于 v 的 Euler-Lagrange 方程为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 112 2 0, in
4

0, on

k v
v w P v x

x

P v n

Ψ

Ψ

α ϕ β ε Ψ Ω
εΨ

Ω

+
∇
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 (15.3) 

其中,式(15.1)、式(15.3)可采用固定点迭代求解,式(15.2)为解析形式的近似广义软阈值公式. 
当曲面 S 为开曲面时,其上图像分割的广义 Mumford-Shah 模型仍为式(10).但仅用 1 个水平集函数无法表 

达开曲面.本文再引入一个固定的二值标记函数 ( ) { }0,1xΦ ∈ ,其取值为 1 的点与连续符号距离函数 ( )xΨ 的零

水平集 ( ) 0xΨ = 的交集 ( ) ( ){ }: 1, 0x x xΦ Ψ= =  表达开曲面,如图 1(b)所示. 

  

(a) 两闭合曲面相交 (b) 开曲面 

Fig.1  Implicit function expression of open surface 

图 1  开曲面的隐函数表达 

在 ( ) ( ){ }: 1, 0x x xΦ Ψ= =  上,图像强度的内蕴梯度与内蕴散度的定义与隐式闭曲面上相同,但零水平集上

积分微元为 ( ) ( ) ( ) ( )d d d .s H x x x xΨ Φ Ψ δ Ψ Φ= ∇ = ∇ 相应地,与式(10)对应的隐式开曲面上图像分割的广义

Mumford-Shah 模型为 
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 (16) 

当 ( ) 2P u P uΨ Ψϕ ∇ ∇∇ = ∇ , ( )P u P uΨ Ψϕ ∇ ∇∇ = ∇ , ( ) 21P u P uΨ Ψϕ ∇ ∇∇ = + ∇ 时,式(16)分别实例化为隐式开曲

面上的 MSH1,MSTV,MSG 模型. 
同样地,引入辅助变量 w 和 Bregman 迭代参数 b ,采用 Split Bregman 算法[15]将式(16)改写为如下迭代格式: 



 

 

 

58 Journal of Software 软件学报 Vol.23, Supplement (2), December 2012   

 

 ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

21 1 1
2

, ,

21

, , d

  d

, , ArgMin 1
  d

4

  d
2

k k k

u w v

k

E u w v u f x x x x

v w x x x x

u w v v
P v x x x x

w P u b x x x x

Ω

Ω

ΨΩ

ΨΩ

Ψ δ Ψ Φ

α ϕ Ψ δ Ψ Φ

β ε Ψ δ Ψ Φ
ε

θ Ψ δ Ψ Φ

+ + +

∇

+
∇

⎧ ⎫= − ∇ +
⎪ ⎪
⎪ ⎪∇ +⎪ ⎪
⎪ ⎪⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟∇ + ∇ +⎪ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪− ∇ − ∇
⎩ ⎭

∫
∫

∫

∫

 (17) 

其中, 1 0 0 0, 0, .k k k kb b P u w b w u f+
∇Ψ= + ∇ − = = = 采用交替优化方法得到: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

1

1

0, in

0, on

k k

k k

w P u b x x u f x
x

w P u b n

Ψ

Ψ

θ Ψ Φ Φ Ω
Ψ

Ω

+
∇

+
∇

⎧ ∇ ⋅ − ∇ − ∇ + − =  ⎪ ∇⎨
⎪ − ∇ − ⋅ =  ∂⎩

 (18.1) 

 ( ) ( )
1 121 1 1
1 1

Max ,0
k k

k k k k k
k k

P u bw P u b v w
P u b

Ψ
Ψ

Ψ

α ϕ
θ

+ +
+ + + ∇

∇ + +
∇

∇ +⎛ ⎞′= ∇ + −⎜ ⎟ ∇ +⎝ ⎠
 (18.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 112 2 0, in
4

0, on

k v
v w x P v x x x

x

P v n

Ψ

Ψ

α ϕ Φ β ε Ψ Φ Φ Ω
εΨ

Ω

+
∇

∇

⎧ ⎛ ⎞−
⎪ + − ∇ ⋅ ∇ ∇ + =  ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟∇⎨ ⎝ ⎠
⎪

∇ ⋅ =  ∂⎪⎩

 (18.3) 

其中,式(18.2)同式(15.2),式(18.1)、式(18.2)的计算分别同式(15.1)、式(15.2). 

3   数值算例 

本文实验在微机(Intel(R) Pentium(R) 4 CPU 2.66GHz,1.99 GB 内存)上实现,采用的编程环境为 matlab 
R2010b.针对隐式封闭曲面和隐式开曲面上的 Mumford-Shah 模型,设计了实验,其中图 2~图 4 是封闭曲面上的

数值实验,图 5~图 7 是开曲面上实验.图 3、图 4 是为了观察 Mumford-Shah 模型对封闭曲面上的分段常值和分

段光滑图像分割的结果,图 5~图 7 是为了测试 Mumford-Shah 模型对开曲面上的分段常值和分段光滑图像的分

割效果.图 2 说明 Mumford-Shah 模型分割的同时也可以达到去噪的效果. 
图 2 给出的是采用 MSH1,MSTV 和 MSG 这 3 种方法处理隐式封闭曲面上 lena 图像.其中,图 2(a)为 lena

图像在圆柱闭曲面上的原图像,而图 2(b)为加入噪音的图像.图 2(c)为采用MSH1方法处理后同时得到的恢复图

像和分割图像,所用参数 0.01, 10, 0.2, 0.03.α β θ ε= = = = 图 2(d)为采用 MSTV 方法处理后同时得到的恢复图像

和分割图像,所用参数为 0.01, 10, 0.2, 0.1.α β θ ε= = = = 图 2(e)为采用 MSG 方法处理后同时得到的恢复图像和

分割图像,所用参数为 0.01, 10, 0.2, 0.1.α β θ ε= = = = 图 2 说明了 Mumford-Shah 模型不仅可以对曲面上的图像

进行分割,同时也可以实现去噪.而采用 MSH1 得到的恢复图像比 MSTV 和 MSG 处理的图像模糊些,其原因在 

于其光滑项采用的 2| | ,u∇ 这种形式的光滑项对边缘保持并没有 MSTV 和 MSG 中的 u∇ , 21 u+ ∇ 光滑项边缘 

保持的效果好. 
图 3(a)是隐式闭曲面上的分段常值原图像 ,图 3(b)是采用了 MSTV 方法分割完的图像 ,所用参数为

0.02, 0.0015, 0.01, 0.001.α β θ ε= = = = 图 3(b)为采用 Chan-Vese 模型分割前初始化水平集,而图 3(d)则为 Chan- 

Vese 模型的分割结果.从图 3(b)、图 3(d)不难看出,无论是 Mumford-Shah 模型还是 Chan-Vese 模型,都正确地对

图像进行了分割,但 Mumford-Shah 模型只能检测出图像的轮廓而不能对图像区域进行划分.而 Chan-Vese 模型

则可以得到任意想要的区域.对于复杂的多相图像如图 2(a)、图 6(b)所示,Chan-Vese 模型往往不能得到较好的

结果,而 Mumford-Shah 模型则可以很好地提取图像的边缘. 



 

 

 

端金鸣 等:隐式曲面上的 Mumford-Shah 模型 59 

 

(a) 闭曲面上的 Lena 原图像 (b) 闭曲面上噪声图像 

(c) 采用 MSH1 处理后得到曲面恢复图像和分割图像 

(d) 采用 MSTV 处理后得到曲面恢复图像和分割图像 

(e) 采用 MSG 处理后得到曲面恢复图像和分割图像 

Fig.2  Restoration and segmentation image on closed surface 
图 2  闭曲面上的图像恢复与分割 
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(a) 闭曲面上的分段常值原图 (b) 采用 MSTV 分割结果 (c) 初始化水平集 (d) 采用 Chan-Vese 模型分割结果

Fig.3  Segmentation of the piecewise constant image on closed surface 
图 3  闭曲面上的分段常值图像分割 

图 4(a)为曲面上灰度均匀变化的分段光滑原图像,图 4(b)则是采用了 MSTV 分割后得到的图像,所用参数

0.05, 0.3, 0.01, 0.02.α β θ ε= = = = 图 3、图 4 反映了 Mumford-Shah 模型不仅能对封闭曲面上分段常值图像进行

分割而且分段光滑的图像也能得到很好的分割结果. 

(a) 闭曲面上的分段光滑原图像 (b) 采用 MSTV 分割结果 

Fig.4  Segmentation of the piecewise smooth image on closed surface 
图 4  闭曲面上的分段光滑图像分割 

图 5、图 6 给出的是隐式开曲面上的分段常值图像分割数值实验.图 5(a)给出的是形状为兔子的隐式闭曲

面,图 5(b)为经过截取后的隐式开曲面.图 5(c)是开曲面上的分段常值原图,5(d)是采用 MSG 分割开曲面上的图

像,所用参数为 0.01, 0.03, 0.1, 0.01.α β θ ε= = = = 图 6(a)为处理后的开曲面,图 6(b)为开曲面上的分段常值原图,
图 6(c)为 MSH1处理后开曲面上的图像,所用参数 0.008, 0.15, 0.1, 0.001.α β θ ε= = = = 图 6(d)为 MSTV 处理后曲

面上的图像 ,所用参数为 0.01, 0.05, 0.1, 0.01.α β θ ε= = = = 图 6(e)为 MSG 分割之后的结果 ,所用参数为

0.01, 0.05, 0.1, 0.01.α β θ ε= = = = 从图 5、图 6 不难看出,Mumford-Shah 模型对多相图像分割也有很好的效果. 

 

(a) 兔子形的闭曲面 (b) 开曲面 (c) 开曲面上的分段常值原图 (d) 采用 MSG 分割结果 

Fig.5  Segmentation of piecewise constant image on open surface 
图 5  开曲面上分段常值图像分割 



 

 

 

端金鸣 等:隐式曲面上的 Mumford-Shah 模型 61 

 

(a) 开曲面 (b) 开曲面上的分段常值原图
 

  

(c) 采用 MSH1 分割结果 (d) 采用 MSTV 分割结果 (e) 采用 MSG 分割结果 

Fig.6  Segmentation of piecewise constant image on open surface 
图 6  开曲面上分段常值图像分割 

图 7 给出的是开曲面上的分段光滑的图像分割.其中,图 7(a)是瓶子形状的隐式闭曲面,图 7(b)是截取后的

隐式开曲面,图 7(c)是隐式开曲面上的分段光滑图像,图 7(d)为采用 MSH1 分割之后的开曲面上的图像,所用参

数为 0.005, 0.5, 0.2, 0.002.α β θ ε= = = = 图 7说明,Mumford-Shah模型对于隐式开曲面上的分段光滑图像分割也

能达到理想效果. 

 

(a) 瓶子形的闭曲面 (b) 开曲面 (c) 开曲面上的分段光滑原图 (d) 采用 MSH1 分割结果 

Fig.7  Segmentation of piecewise smooth image on open surface 
图 7  开曲面上分段光滑图像分割 

4   总结与展望 

对封闭曲面用符号距离函数的零水平集表达,开式曲面用符号距离函数的零水平集与二值标记函数的交

集表达,本文借助内蕴梯度、内蕴散度等概念将平面图像变分分割的 Mumford-Shah 模型推广于隐式曲面上图

像分割问题.为了提高通用性,本文采用了通用的光滑项形式,可适用于总变差等多种形式的光滑项模型.为了

提高计算机效率,本文通过引进辅助变量和 Bregman 迭代参数设计为所提出模型设计了 Split Bregman 算法.相
关成果为曲面上彩色、彩色纹理图像分割 Mumford-Shan 模型的研究奠定了基础. 
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