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Abstract:  The 3-D digital geometric model processing, especially 3-D data acquisition, feature extraction, 
spectrum analysis, model classification and retrieval technology have been attracted much attention in recent years. 
A complete and optimal generating algorithm for a class of orthogonal function system, called V2-System, is 
proposed in this paper. It has some advantages to analyze spectrum using V2-System, such as save storage space and 
raise algorithm efficiency, etc. Firstly, exact expression and generating process of V2-System is given. Secondly, a 
method of constructing quadratic surface model is proposed. This method construct quadratic surfaces with different 
accuracy and numbers freely on basis of triangular faces, consequently, it provides many conveniences for tests. 
Thirdly, it is given that a Bézier surface can be expressed with finite terms exactly in V2-System. It suggests a 
technology on data compression. Finally, according to frequency spectrums of surface model, V2-Descriptors and 
V2-Distances are calculated. Based on V2-Distances, different quadratic surface models are classified. It lays the 
foundation of model retrieval. 
Key words:  triangular domains; V-system; orthogonal reconstruction; spectrums analysis; feature extraction; 
  descriptor; Kmeans cluster 

摘  要: 三维数字几何信息的处理,尤其是三维模型数据的获取技术、特征提取、频谱分析及模型分类或检索

等技术,备受人们关注.本文给出一套完整的、优化的三角域上一类正交函数系(称为三角域上二次 V-系统,V2-
系统)的生成算法.基于此算法生成的 V2-系统,将给曲面模型的频谱分析带来极大地便利,既能节省存储空间,也
能提高模型分解、重构等算法的执行效率.首先给出 V2-系统的精确数学表达及高效的构造过程.其次,提出一种

二次曲面模型的构造方法,称为自由选取法.该方法以三角面片模型为基础,依据具体需求精度,自由地构造不同
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面片数的二次曲面模型,为后续实验带来了极大地便利.再次,给出 V2-系统中分片二次 Bézier曲面模型的正交表

达式,即二次曲面模型可以由 V2-系统中有限个基函数精确表达,从而实现了对曲面几何模型的正交分解与重

构,并提供了一种三维数据的压缩方法.与此同时,依据几何模型的频谱信息,计算不同曲面模型间的相似度(V2-
描述子的“距离”),则可实现不同模型间的初步分类,进而为三维模型检索奠定了基础. 
关键词: 三角域;V-系统正交重构;频谱分析;特征提取;描述子;Kmeans 聚类 

伴随着数字信息技术的高速发展,下一代数字媒体的宠儿将是 3D数字几何数据及其处理技术,尽管下此论

断为时尚早,但不可否认的是,数字几何处理在计算机图形领域已经占据着愈来愈重要的地位.近几年,随着三

维数字几何模型获取技术的迅速发展,尤其是近期激光测距摄像头、结构光测距摄像头技术的产品化,使得数

字几何处理技术在 CAD/CAM 产品设计、虚拟现实、文物保护、3D 游戏、影视动画等诸多领域得到了广泛

的应用.各领域的诸多应用中,尤为引人注目的是,影视巨作中令人震撼的电影特效制作,如《Avatar》、《Iron 
Man》等,已与数字几何处理密不可分;电子消费产业中,2010 年 E3 上微软公司展示的 Xbox 360 Kinect 系列,
更加展示出三维数字几何处理技术已经给人们带来了难以想象的视觉冲击.正是由于民用化、产品化的迫切需

求,使得人们对数字几何处理理论与应用的研究变得越来越关注.然而,现有的数字几何研究成果尚不能为几何

模型处理提供一个统一的、完整的框架,因此数字几何处理依然是计算机图形学领域的一个公开课题[1−4]. 
与数字图像处理中频率域特性分析类同,数字几何模型的频率域特性,通常也能够反应其在空间域的拓扑

特性,即低频信息表示几何模型的大致轮廓,高频信息表示其局部细节变化.尽管,频谱分析方法在数字图像处

理上的应用已非常广泛且成功,如 FFT、DCT 等,但此类方法在曲面几何模型的频谱分析与处理中却不多见.文
献[5]将频率分析方法用于曲面的光顺设计,在模型上建立局部的频率概念,并引入了统一的频谱表达式.文献

[6]利用 Fourier 变换,得到模型的局部频谱分量,直接分析和操纵这些频谱系数,就可以实现过滤、重采样,高频

分析及局部误差控制与修复.文献[5,6]的局限性在于它是一种完全局部化的方法,很难用于控制模型的整体形

状,即无法表达和处理模型的低频信息[2]. 
通常意义下,一般采用三角面片或四边形面片来描述数字几何模型,其需要较大的数据存储量.基于多分辨

思想的网格分析技术是解决此类问题的重要手段,这种分析方法能够在不同的分辨率下对复杂网格表示的几

何模型进行细化编辑、消噪和压缩等处理.其中,以小波分析技术为典型代表.传统小波常是用于处理定义在规

则欧式空间上的信号,为了处理非规则区域上的信号,SchrÊder P 等人提出了球面小波的概念[7,8],使之在几何模

型处理中取得很好的应用.但是,由于不能简单的利用张量积来处理三角面片,因此针对三角面片表示的几何模

型,希望找到一套有效的工具能够直接处理,而且期望其能够具有多分辨特性,能对模型做整体描述.本文研究

的二次 V-系统所具有的特性,恰好满足上述要求. 
V-系统是本文作者于 2007 年构造的一类正交完备函数系[9].2008 年又将 V-系统推广到了三角域,提出了三

角域上 V-系统的构造原理,并给出三角域上一次 V-系统的详细表达[10,11].三角域上的 V-系统具有多分辨特性,
且能把几何模型看作一个整体,将其变换到频域空间,进而处理频谱信息.文献[12,13]针对三角域上一次 V-系统

进行了几何信息的频谱研究,并取得令人满意的效果.但是一次 V-系统只能针对三角面片进行频谱分析,显然用

三角面片表达模型时,需要非常大的数据存储量,而依据几何模型的自身特点,如果能够用高次曲面片来表达,
则存储量将极大地减少.基于这个思想,本文重点研究的是用分片二次曲面片表达几何模型时,此类模型在二次

V-系统下的频谱分析,这一点如同有限元理论中关于低次元与高次元的研究及应用一样[14],因此二次 V-系统

(甚至更高次 V-系统)研究有其重要的应用价值. 
注:本文提到的 V-系统,如果没有特别声明,均指三角域上的 V-系统. 
本文第 1节主要介绍本文研究工作的背景及相关工作.第 2节主要介绍三角域上二次 V-系统的定义及其生

成算法,给出一套完整的、高效的生成算法,结合后续章节内容,能够有效地提高算法的执行效率.第 3 节主要介

绍一种三维几何曲面模型的构造方法,依据需求精度可以将三角面片模型转化为曲面模型,极大地降低模型存

储空间.第 4 节主要介绍二次曲面模型在二次 V-系统下的频谱分析、相似度计算及分类结论.第 5 节给出具体
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的实验模型与实验数据.第 6 节总结本文工作. 

1   三角域上二次 V-系统的定义及其生成算法 

文献[11]给出了三角域上 k 次 V-系统的一般构造原理,并给出了一次 V-系统的详细表达.基于对曲面模型

频谱分析的需要,本节给出三角域上二次 V-系统(V2-系统)的详细表述,提出一套完整的、优化的 V2-系统构造算

法,也是一种数据存储结构.利用该结构存储的 V2-系统将在频谱分析时,有效地提高算法执行效率,并降低了算

法设计的复杂度.此外,该构造算法给出了文献[11]中未涉及之处,是一个非常有益的补充与完善. 

1.1   三角域剖分定义 

给定三角域 G , ( ) ( ) ( ){ }0,0 , 1,0 , 0,2G = 以 为顶点的三角域 ,剖分过程如下定义:取各边中点并连接,则 G 被剖

分为 4 个子域,分别记为 1
1,1G , 1

2,1G , 1
2,2G , 1

2,3G ,称为一级剖分,如图 1(a)所示.以此类推,在上一级子域中分别进行同

样的剖分过程,即可得 N 级剖分后的三角域 ,
N
a bG , 1,2,...N = , 1,2,...,2Na = , 1,2, ,2 1b a= −… ,其中, ( ),a b 表示 N 级

剖分后三角域 G 中的第 a 行第 b 列的三角子域,如图 1.b 所示.（注:剖分记法 ,
N
a bG ,提供了一种结构存储解决方

案,便于减少存储空间、提高算法执行效率）. 

                      
 (a) 一级剖分后三角子域的标注次序                   (b) 二级剖分后三角子域的标注次序 

Fig.1  Domain label of triangular subdivision 
图 1  三角剖分域的标注 

1.2   V2-系统定义 

三角域 G 上的 V2-系统是通过分组分类来构造的,文献[11]中已经给出了一次 V-系统的较详细的构造原理,
本文不再复述.但鉴于 V-系统的生成原理(函数的“压缩-复制”原理),为了便于后面章节中曲面模型的频谱分析,
提高算法执行效率,节省存储空间,本节给出一套完整的、高效的 V-系统构造过程. 

满足 N 级剖分的 V2-系统共由(k+4)4N 个函数构成,其中, 2k = , 0,1,2,N = …鉴于二次多项式表达的多样性,

第 1 组中 6 个基函数可以有多种选择,本文定义如下,并以此为基础计算曲面模型频谱、相似度,并进行分类 
实验. 
 ( )1 , 1f u v = , ( )2 ,f u v u= , ( )3 ,f u v v= , ( )4 ,f u v uv= , ( ) 2

5 ,f u v u= , ( ) 2
6 ,f u v v=  (1) 

利用 Gram-Schmidt 方法正交规范化后,得到如下结果: 
1,1

2,1 1V = , 2,1
2,1 2(3 1)V u= − , 3,1

2,1 6( 1)V u v= + − , 

 4,1
2,1

3 7 (10 4 2 1)
7

V uv u v= − − + , 5,1 2
2,1

21 (35 15 34 3 5)
7

V u uv u v= + − − + , 6,1 2 2
2,1

315( 3 2 3 1)
2

V u v uv u v= + + − − +  (2) 

即 V2-系统的第一组基函数. 
特别地,这组函数是在三角域上构造多小波尺度函数的基础.限于篇幅,关于 V-系统的多小波特性从略. 
V2-系统的第二组基函数,即生成元,需要在 1 级剖分的三角域 1

,a bG 上, 1,2a = , 1,2, ,2 1b a= −… ,定义 18 个分

片的、线性无关的函数(与第 1 组类似),经过正交规范化后得到: 
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2

2

1,1
2,2

2

2

15 1713( )
26 13
15 113( )
26 13
15 113( )
26 13
15 113( )
26 13

v

v
V

v

v

⎧ − +⎪
⎪
⎪ − +⎪⎪= ⎨
⎪ − +
⎪
⎪
⎪ − +
⎪⎩

,

2 2

2 2

2,1
2,2

2 2

2 2

5 546 (26 7 26 52 26 24)
364
546 (130 35 130 260 130 56)

364
546 (390 105 390 780 390 376)

1092
546 (390 105 390 780 390 376)

1092

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧−
+ + − − +⎪

⎪
⎪−

+ + − − +⎪
⎪= ⎨

−⎪ + + − − +⎪
⎪

−⎪
+ + − − +⎪⎩

 

2 2

2 2

3,1
2,2

2 2

2 2

5 462 (26 2 4 2 )
308

5 462 (26 2 4 2 )
308
462 (390 15 30 60 30 16)

924
462 (390 15 30 60 30 176)

924

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧−
+ + − −⎪

⎪
⎪−

+ + − −⎪
⎪= ⎨

−⎪ + + − − +⎪
⎪

−⎪
+ + − − −⎪⎩

,

2 2

2 2

4,1
2,2

2 2

2 2

1562 (90 60 1530 3753 375 913)
5467

1562 (90 60 1530 57 375 77)
5467

1562 (90 60 1530 57 375 31)
5467

1562 (90 60 1530 57 375 187)
5467

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧−
− + − − +⎪

⎪
⎪−

− + − − +⎪
⎪= ⎨

−⎪ − + − − −⎪
⎪

−⎪
− + − − −⎪⎩

 

2 2

2 2

5,1
2,2

2 2

2 2

2 171678 (5980 155 2260 5339 895 1079)
200291

2 171678 (5980 155 2260 971 895 91)
200291

2 171678 (35880 930 13560 47574 5370 11663)
600873

2 171678 (35880 930 13560 4757
600873

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv

+ + − − +

+ + − − +
=

+ + − − +

+ + − 4 5370 14081)u v

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

− +⎪⎩

 

2 2

2 2

6,1
2,2

2 2

2 2

78 (650 5 10 253 10 13)
91

78 (650 5 10 253 10 13)
91

78 (1950 15 30 999 30 83)
273

78 (1950 15 30 2871 30 1019)
273

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧−
− − − + +⎪

⎪
⎪−

− − − + +⎪
⎪= ⎨

−⎪ − − − + +⎪
⎪

−⎪
− − − + +⎪⎩

 

2 2

2 2

7,1
2,2

2 2

2 2

3 12214 (2680 1860 200 918 5582 4033)
42749
12214 (8040 5580 600 3146 4594 437)
42749

2 12214 (4020 2790 300 3583 2297 493)
42749

2 12214 (4020 2790 300 5443 2297 1423)
42749

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

− + − + −

− + − + −
=

− + − + +

− + − + +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

,
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2 2

2 2

8,1
2,2

2 2

2 2

3 1379 (460 210 740 1072 662 503)
1379
1379 (1380 630 2220 884 614 97)

1379
2 1379 (690 315 1110 1378 898 583)

1379
2 1379 (690 315 1110 1168 898 478)

1379

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧
+ + − − +⎪

⎪
⎪

+ + − − +⎪
⎪= ⎨
⎪ + + − − +⎪
⎪
⎪

+ + − − +⎪⎩

 

2

2

9,1
2,2

2

2

3 721 (20 20 32 2 3)
721

3 721 (20 20 12 2 1)
721

3 721 (15 15 19 4 4)
721

3 721 (15 15 26 11 11)
721

u uv u v

u uv u v
V

u uv u v

u uv u v

⎧−
+ − − +⎪

⎪
⎪−

+ − − +⎪
⎪= ⎨

−⎪ + − − +⎪
⎪

−⎪
+ − − +⎪⎩

, 10,1
2,2

3 21 (40 48 4 5)
7
21 (40 8 4 1)

7
21 (40 32 16 13)

7
21 (40 8 24 5)

7

uv u v

uv u v
V

uv u v

uv u v

⎧
− − +⎪

⎪
⎪−

− − +⎪
⎪= ⎨

−⎪ − − +⎪
⎪

−⎪
− − +⎪⎩

 

11,1
2,2

0

2 42 (40 8 4 1)
7
42 (40 32 16 13)

7
42 (40 8 24 5)

7

uv u v

V
uv u v

uv u v

⎧
⎪
⎪ − − +⎪
⎪= ⎨−

− − +⎪
⎪
⎪−

− − +⎪
⎩

, 12,1
2,2

0
0

3 14 (40 32 16 13)
7

3 14 (40 8 24 5)
7

V uv u v

uv u v

⎧
⎪
⎪
⎪−= ⎨ − − +
⎪
⎪
⎪ − − +
⎩

 

2

2

13,1
2,2

2

2

3 7 (140 60 128 6 11)
7

7 (140 60 68 6 5)
7
2 7 (70 30 66 12 15)
7

2 7 (70 30 104 18 37)
7

u uv u v

u uv u v
V

u uv u v

u uv u v

⎧
+ − − +⎪

⎪
⎪−

+ − − +⎪
⎪= ⎨

−⎪ + − − +⎪
⎪

−⎪
+ − − +⎪⎩

,

2

14,1
2,2 2

2

0

2 14 (140 60 68 6 5)
7

2 14 (70 30 66 12 15)
7

2 14 (70 30 104 18 37)
7

u uv u v

V
u uv u v

u uv u v

⎧
⎪
⎪ + − − +⎪
⎪= ⎨−

+ − − +⎪
⎪
⎪−

+ − − +⎪
⎩

 

15,1 2
2,2

2

0
0

2 42 (70 30 66 12 15)
7

2 42 (70 30 104 18 37)
7

V u uv u v

u uv u v

⎧
⎪
⎪
⎪−= ⎨ + − − +
⎪
⎪
⎪ + − − +
⎩

,

2 2

2 2
16,1

2,2 2 2

2 2

3 5(4 6 12 16 18 13)

5(4 6 12 4 6 1)

2 5(2 3 6 6 6 3)

2 5(2 3 6 4 6 2)

u v uv u v

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧ + + − − +
⎪

− + + − − +⎪
= ⎨

− + + − − +⎪
⎪

− + + − − +⎩

 

 
2 2

17,1
2,2 2 2

2 2

0

2 10(4 6 12 4 6 1)

2 10(2 3 6 6 6 3)

2 10(2 3 6 4 6 2)

u v uv u v
V

u v uv u v

u v uv u v

⎧
⎪

+ + − − +⎪= ⎨
− + + − − +⎪

⎪− + + − − +⎩

, 18,1
2,2 2 2

2 2

0
0

2 30(2 3 6 6 6 3)

2 30(2 3 6 4 6 2)

V
u v uv u v

u v uv u v

⎧
⎪
⎪= ⎨− + + − − +⎪
⎪ + + − − +⎩

         (3) 
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需要说明的是,上述第 2 组基函数的分片表达式中,自变量 ( ),u v 的定义域依次属于 1
1,1G , 1

2,1G , 1
2,2G , 1

2,3G . 

V2-系统的第 m 组基函数, 3,4, ,m N= … ,其构造过程为:将上述第 2 组的 18 个基函数分别压缩 24m− 倍,再依

次复制到 2m − 级剖分后的子域 2
,

m
a bG − 中, 3,4,...,m N= , 21,2,...,2ma −= , 1,2, ,2 1b a= −… ,并将函数值缩放 22m− 倍,

得到 118 4m−⋅ 个正交的基函数,即函数的“压缩-复制”原理.定义如下: 

当 b 为奇数时, 

1

1 2
2 2 2 21 2 2

2,2 ,, 2 2
2,

2 (2 ( ),2 ( )), ( , )

0,                                                                other

m

m m
m i m m mb a

a bi j
m

V u v u v G
V

−

− −
− − − −− −⎧ − − ∈⎪= ⎨

⎪⎩
                    (4) 

当 b 为偶数时, 

1

1 2
2 2 2 22 2 2

1,2 ,, 2 2
2,

2 ( 2 ( ), 2 ( )), ( , )

0,                                                                         other

m

m m
m i m m mb

a bi j
m

V u v u v G
V

α−

− −
− − − −− +⎧ − − − − ∈⎪= ⎨

⎪⎩
                 (5) 

如上述,V2-系统的基函数 ,
2,
i j

mV 是定义在 1m − 级剖分后三角域 1
,
m
i jG − 上的分片多项式函数.当 3,4,...,m N= 时,

基函数 ,
2,
i j

mV 只在 1
,k k

m
a b

G − , 1,2,3,4k = 存在关于变量 ( ),u v 的分片多项式函数,在其余子域的表达式均为零.也就是

说,上述基函数 ,
2,
i j

mV 的生成过程中, 2m − 级剖分下的每个子域 2
,

m
a bG − ,同时也要生成 1m − 级剖分下的 4 个新子域, 

其计算过程如下: 

令 ( ),a b 表示 2
,

m
a bG − 的一个子域, ( ),k ka b , 1,2,3,4k = 表示 1

,k k
m
a b

G − 的 4 个新生成的子域,则 

当 b 为奇数时, 

 ( ) ( )1 1, 2 1,2 1a b a b= − − , ( ) ( )2 2, 2 ,2 1a b a b= − , ( ) ( )3 3, 2 ,2a b a b= , ( ) ( )4 4, 2 ,2 1a b a b= +  (6) 
当 b 为偶数时, 

 ( ) ( )1 1, 2 ,2a b a b= , ( ) ( )2 2, 2 1,2a b a b= − , ( ) ( )3 3, 2 1,2 1a b a b= − − , ( ) ( )4 4, 2 1,2 2a b a b= − −  (7) 

此外,为了计算 V2-系统中曲面模型的频谱,需要得知每个三角子域中变量 ( ),u v 的积分上下限,依据 1m −

级剖分下三角子域 ( ),a b 的取值范围,可定义该子域中积分上下限分别如下: 

 ( ) 1 12 1 2 , 2 2m mu b b− −⎡ ⎤∈ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦  (8) 

当 b 为奇数时, 

 ( ) ( )1 12 1 2 , 2 2 2 1 2m mv a u a b− −⎡ ⎤∈ − − + − − −⎣ ⎦  (9) 

当 b 为偶数时, 
 v∈[−2u+2−(2a−b)/2m−1,2(1−(a−1)/2m−1)] (10) 

其中, •⎡ ⎤⎢ ⎥ 表示对 • 进行上取整运算. 
需要特别说明的是,对比文献[11]中的一次 V-系统构造过程,本小节给出的 V2-系统构造过程清晰、明确,

针对每个基函数只需存储 4 个多项式表达式和 4 个有效的三角子域即可,无需存储任何零表达式及无关子域.
如此这般,便可在实验过程中节省结构变量存储空间、提高三维模型的频谱计算效率. 

综上所述,V2-系统是由三角域上的分片多项式函数类 { },
2,
i j

mV 所构成的,其中, 1,2,..., 1m N= + , 1,2,...,i n= , 
21,2,...,4mj −= , 0,1,2,...N = ,特别地,当 1m = 时, 6n = ;当 1m > 时, 18n = .V2-系统的特点是函数系中既包含连续 

函数,也包含各种情形的间断函数,具有多分辨特性.它既可以用于表达连续信息又可以用于表达间断信息,特
别是可以表达群组信息.此特点是与由连续函数构成的正交函数系、通常强调连续性的正交小波的重要区别 
所在. 
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2   三维曲面模型的构造方法 

通常,人们熟知的三维模型多由三角面片或四边形面片组成,其中,最简单的模型存储格式为 off(object file 
format).它是由点、面和边信息组合而成.而基于曲面片表示方式的曲面模型,因构造方式较复杂,所以并不多见.
众所周知,利用三角面片表示一个曲面时,随着曲面光滑度要求的提高,需要用到的三角面片数量将大大增加,
这将带来存储空间的极大浪费,同时也降低了模型分析算法的执行效率;但如果能够有一个合理的参数曲面表

达式将其表示,则带来的益处是显而易见的. 
本节重点介绍一种基于三维三角面片模型的二次曲面模型构造方法,称之为自由选取法.其中,每个二次曲

面片都是由符合三角剖分规则的 4 个三角面片所组成的,且该方法是一种具有递推性质的算法.第 1 次曲面模

型构造过程中得到的一组曲面控制点(每个面片包含 6 个控制点),除去中心面片的 3 个控制点外,其余 3 个控制

点可以看作是一个新的三角面片,并以此为基础进行第二次曲面模型构造,以此类推,直到无法构成新的三角面

片为止.例如,二次 Bézier 曲面构造就是把一个用三角面片表示的几何模型按照一定的规则(自由选取法)划分

为一些子域,这些子域是由四个小三角形组成的一个大三角形,它有 6 个顶点,以此 6 个顶点作为此子域上的二

次 Bézier 曲面的控制顶点.存储此模型时只需存储顶点向量既可. 
假设一个三维三角面片模型 M ,它是由 N 个顶点、 S 个三角面片、 D 条边组成,记为 

 { }, , ,i j kM P F E= 1,2,...,i N= , 1,2,...,j S= , 1,2,...,k D=  (11) 

其中, iP 表示控制顶点, jF 表示三角面片, kE 表示边. 

那么,对应的二次曲面模型构造方法如下,具体构造过程如图 2 所示 
步骤 1: 

选取 { }jF 中任意一个面片作为起始面片,记为 n
CenterB , 1n = , n 表示二次曲面片的个数.如图 2 中 n

CenterB 三角 

面片所示. 
步骤 2: 

在 { }jF 的其余面片中寻找与 n
CenterB 有且仅有两个公共顶点的面片,这样的面片至多 3 个.如果找到,则记为

,1
n
NearB , ,2

n
NearB , ,3

n
NearB .同时,在曲面片结构体中存储顶点向量为 { }_ n

iB P , 1,2,...,6i = ,
0
3

k
j

j
n

=
∑≤ , k 为步骤二执行

成 功 的 次 数 . 顶 点 { }1 2 3_ , _ , _n n nB P B P B P 是 n
CenterB 的 3 个 顶 点 , 顶 点 { }4 5 6_ , _ , _n n nB P B P B P 是 属 于

,1
n
NearB , ,2

n
NearB , ,3

n
NearB 且不属于 n

CenterB 的顶点.如图 2 中 ,1
n
NearB , ,2

n
NearB , ,3

n
NearB 所示.否则,如果找不到且 0k = 时,返回

步骤 1; 0k > ,返回步骤 3. 

步骤 3: 

在 { }jF 寻找与满足如下条件 3 个条件的面片,记为 ,new i
CenterB , 1,2,3i = : 

条件 1:与 n
CenterB 有一个公共顶点 P . 

条件 2:与面片 ,new i
CenterB 有一个公共边的相邻三角面片序列和与面片 n

CenterB 有一个公共边的相邻三角面片序

列只有两条公共边 1E , 2E .即,相邻两个大三角形的序列组 { },1 ,2 ,3,  ,  n n n
Near Near NearB B B 中只有两条公共边. 

条件 3: P 为 1E , 2E 的交点. 

同理,这样找到的中心面片至多有 3 个.如图 2.a 中 ,1new
CenterB , ,2new

CenterB , ,3new
CenterB 三角面片所示. 

步骤 4: 
更新 ,n new i

Center CenterB B= , 1,2,3i = ,分别执行步骤 2.直到搜索完全部 { }jF 为止. 
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 (a)                                       (b) 

Fig.2  Free choose algorithm of quadratic surface model 
图 2  二次曲面模型的自由选取构造算法 

需要特别注意地是,上述步骤 3 的本质是寻找符合条件的下一个相邻的中心三角面片,当三角面片模型如

图 2.b 所示时,该构造方法并不适用,需要重新划分三角面片模型,使其适应上述构造算法. 
本质上,上述构造过程给出的是一种二次曲面模型的树状存储结构,如图 3 所示.该结构能够清晰地表示从

三角面片模型中生成曲面模型的过程.依据上述算法,基于三角面片的二次曲面模型构造过程,演示示例如图 4
所示.其中,图 4 表示一个由 576 个三角面片组成的瓷瓶模型.图 4(a)中 4 个深色三角面片表示符合三角剖分规

则的第 1 个二次曲面片结构.图 4(b)中新生成面片组表示符合三角剖分规则的第 2 层二次曲面片结构.图 4(c)
中新生成面片组表示符合三角剖分规则的第 3 层二次曲面片结构.图 4(d)中所有新生成面片表示按照自由选择

法步骤,获取的其余二次曲面片结构中,符合三角剖分规则的中心面片. 
 

 
Fig.3  Tree structure of quadratic surface with free choose method 

图 3  自由选取法中二次曲面模型的树状存储结构 
 

综上所述,本节给出了一种二次曲面模型的构造方法.如果只是进行一次构造过程,则二次曲面模型按照

Off 文件格式存储时,已比一次三角面片模型所占用的存储空间要减少 20%~30%.以此类推,按照所需要的精

度，执行恰当次数的构造过程,所得二次曲面模型显然要比一次三角面片模型极大地节省存储空间. 
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 (a)                                              (b) 

           
 (c)                                               (d) 

Fig.4  Example of free choose method 
图 4  自由选取法构造二次曲面模型过程示意图 

3   三维曲面模型的分类 

如上所述,用二次曲面片表示几何模型,其优势在于可以减少数据的存储量.首先,举一个非常简单的例子

来说明问题.图 5(a)表示一个由两片二次曲面片表示百合叶模型,它在 V2-系统中只需要 1 级剖分下的 24 个基

函数即可精确表达.图 5(b)表示由 2400 个三角面片表示的百合叶模型,它在一次 V-系统中需要 12288( 63 4⋅ )个
函数才能精确表达.因此,显而易见,采用二次曲面片表示几何模型能够极大地节省存储数据量.同时,随着模型

面片数量的降低,所需要的 V-系统基函数数量也将极大地减少.因此采用二次曲面片表示几何模型,不但降低了

数据存储量,也有效地提高了频谱分析算法的执行效率,具有重要的研究价值. 

                  
 (a)                                 (b) 

Fig.5  Quadratic surface model and triangular model of petal flower 
图 5  百合叶的二次曲面模型与三角面片模型 

3.1   三角域上的二次Bézier曲面 

二次 Bézier曲面的定义,可以分为两种.一种是自变量定义在四边形区域上,即张量基表达方式;另一种是定

义在三角形区域上,即面积坐标下的表达方式[15].下面简单地给出三角域上 n 次 Bézier 曲面的定义方法. 

定义在三角域上的双变量 n 次 Bernstein 基函数是由 ( ), , nu v w 的展开式的各项组成,记为 

( ) ( ), ,
0 0

, , , ,
n n i

n
i j k

i j
u v w B u v w

−

= =

= ∑∑                                  (12) 
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其中, ( ), ,
!, ,

! ! !
i j k

i j k
nB u v w u v w

i j k
= , [ ], , 0,1u v w∈ , 1u v w+ + = , i j k n+ + = ,且 , , 0i j k ≥ . 

Bézier 曲线、曲面的定义都是依据 Bernstein 多项式而得到,因此,三角域上一个 n 次 Bézier 曲面片的定义

如下: 

( ) ( ), , , ,
0 0

, , , ,
n n i

i j k i j k
i j

P u v w P B u v w
−

= =

= ∑∑                                (13) 

其中, [ ], , 0,1u v w∈ , 1u v w+ + = . 

特别地,当 2n = 时,即为二次 Bézier 曲面片,表示为 

 ( ) ( )
200 110 101

2
110 020 011

101 011 002

, , , ,
b b b u

P u v w u v w b b b v
b b b w

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

, [ ], , 0,1u v w∈ , 1u v w+ + =  (14) 

利用第 3 节给出二次模型构造方法,得到二次曲面模型的控制点序列 { }_ n
iB P ,将每组 6 点序列分别代入公 

式(14),即可得到一个二次 Bézier 曲面模型的分片参数表达式,如图 6、图 7 所示.其中,图 7.a 表示一个由 352 个

三角面片组成的三角面瓷瓶模型的手工渲染效果图.图 7(b)表示瓷瓶模型的三角面片模型及自由选取法得到

的二次曲面模型中心面片示意图.图 7(c)表示基于自由选取法得到的控制点,所绘制的瓷瓶二次 Bézier 曲面模

型.图 7(d)表示一个由 1440 个三角面片组成的三角面草莓模型的手工渲染效果图.图 7(e)表示草莓模型的三角

面片模型及自由选取法得到的二次曲面模型中心面片示意图.图 7(f)表示基于自由选取法得到的控制点,所绘

制的草莓二次 Bézier 曲面模型. 

 
Fig.6  Quadratic Bézier surfaces in triangular domains 

图 6  三角域上的二次 Bézier 曲面示例 
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 (a)                              (b)                                (c) 

            
 (d)                              (e)                                 (f) 

Fig.7  Free choose method of Quadratic surface model 
图 7  二次曲面模型的自由选择法构造过程 

3.2   二次Bézier曲面模型的频谱分析 

假设,一个几何模型 P 是由 4Nm = 个二次 Bézier 曲面片组成,如果 14 4N Nm− < ≤ ,则以表达式 0 或最后一个

面片的表达式进行补齐,使得 4Nm = .可记为: 

( )

( )
( )

( )

[ ]
[ ]

[ ]

1

2

4

, , 0,1,
, , 0,1,

,

, , 0,1,N

P u v u v
P u v u v

P u v

P u v u v

⎧ ∈
⎪ ∈⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈⎩

# ##
                                  (15) 

此类曲面模型 P 可以由 V2-系统的 ( )2 4NK + 个有限项函数精确表达.计算过程如下: 

首先,将三角域 G 进行 N 剖分,通过线性变换将模型 P 中的每个曲面片 ( ),iP u v 分别映射到 G 的 N 级剖分

下子域 ,a bG 上.即为, 

 ( )

( )
( )

( ) 11

1,11,1

2,12,1

2 ,2 12 ,2 1

,, ,
,, ,

,

,, , N NN N

u v GP u v
u v GP u v

P u v

u v GP u v ++ −−

∈⎧
⎪ ∈⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈⎩

## #
 (16) 

其次,已知 N 级剖分下的 V2-系统基函数个数为 ( )2 4NK + ,每个基函数结构由变量 ( ),u v 的表达式、所属三

角子域 ( ),a b 和该子域的变量积分上下限组成,记为 iV ′ .因此,几何模型 P 可以表示为: 

 ( ) ( )
( )4 4

, ,
NK

i i
i

P u v V u vλ
+ ⋅

′= ∑ , 2K =  (17) 

其中, iλ 为几何模型 P 在 V2-系统下的正交展开系数,即频谱.可以下式计算得到: 

 ( , ) ( , )d di i
G

P u v V u v u vλ = ∫∫  (18) 

上述公式,即完成了几何模型在 V2-系统下的正交分解及重构过程. 
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3.3   二次Bézier曲面模型的分类 

依据单变量 V-描述子的定义[9],令 

 ( )max
i

i
i

D
λ

λ
= , ( )1,2, , 2 4Ni K= + ⋅" , 2K =  (19) 

则称 iD 为模型 P 的第 i 个归一化的 V2-描述子,文献[13]中证明了它具有平移、旋转、缩放不变性. 
假设,两个几何模型 A、B 的归一化 V-描述子分别为 ( )AD i 和 ( )BD i ,定义这两个对象间的“距离”为 

 
( )2 4

2

1
Distance ( ( ) ( ))

NK

A B
i

D i D i
+ ×

=

= −∑  (20) 

Distance 矩阵表示不同的曲面模型间的相似程度,它可以用于几何模型分类、识别、检索等实用研究,为今

后更深入的实用研究工作奠定了基础.下一节实验中,基于不同几何模型的 Distance 矩阵,利用 Kmeans 聚类[16]

方法,给出了实验性的模型分类结果. 

4   曲面模型频谱分析实验 

本文中,采用 Princeton Shape Benchmark 模型库中的三维模型数据[17],进行二次 Bézier 曲面模型构造实验、

曲面模型频谱分析实验、不同曲面模型间相似度计算实验和基于”距离”矩阵的 K-means 聚类分类实验.需要说

明地是,Princeton Shape Benchmark 是以三角面片为数据基本单位,存储为 Off 文件格式. 

4.1   实验1.曲面模型在V2-系统中的正交分解,即频谱计算 

图 7 表示一个飞碟模型的频谱分析与重构,原始数据模型由 480 个三角面片组成.其中,图 8.a 表示三角面片

模型,以及基于自由选取法取得的 Bézier 曲面模型中符合剖分规则的中心面片.图 8.b 表示二次 Bézier 曲面模

型,由 120 个曲面模型组成,它是由执行一次自由选取法而获取的.图 8(c)表示由前 200 个频谱重构得到的曲面

模型.图 8(d)、图 8(e)和图 8(f)分别表示飞碟模型在 V2-系统下的 X 方向、Y 方向和 Z 方向上的频谱分布.图 8
表示一个沙漏模型的频谱分析与重构,原始数据模型由 816 个三角面片组成.其中,图 9(a)表示三角面片模型,以
及基于自由选取法取得的 Bézier 曲面模型中符合剖分规则的中心面片.图 9(b)表示二次 Bézier 曲面模型,由 204
个曲面模型组成,它是由执行一次自由选取法而获取的.图 9(c)表示由前 200 个频谱重构得到的曲面模型.图
9(d)、图 9(e)和图 9(f)分别表示飞碟模型在 V2-系统下的 X 方向、Y 方向和 Z 方向上的频谱分布. 

该实验表明,二次 Bézier 曲面模型能够在 V2-系统中进行正交分解.基于需求精度,利用频谱信息,可以对模

型进行不同精度、不同层次的重构. 

 
 (a)                               (b)                                 (c) 

           
 (d)                             (e)                               (f) 

Fig.8  Frequency spectrum and reconstruction of UFO Model in V2-System 
图 8  飞碟模型的频谱分析与重构 
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 (a)                                 (b)                                   (c) 

               
 (d)                                (e)                               (f) 

Fig.9  Frequency spectrum and reconstruction of Hourglass model in V2-System 
图 9  沙漏模型的频谱分析与重构 

4.2   实验2.不同曲面模型间的“距离”,即相似度计算 

图 10(a)~图 10(x)分别表示不同二次 Bézier 曲面模型,及其按照自由选择法获取的符合三角剖分规则的中

心三角面片.其中,图 10(a)~图 10(g)、图 10(u)表示不同的三角面片花瓶模型,(a)为 480 个面片,(b)为 288 个面

片,(c)为 1008 个面片,(d)为 352 个面片,(e)为 216 个面片,(f)为 576 个面片,(g)为 288 个面片,(u)为 576 个面片;图
10(h)~图 10(m)、图 10(s)、图 10(t)表示不同的三角面片酒具模型,图 10(h)为 512 个面片,图 10(i)~图 10(k)为 720
个面片,图 10(l)为 880 个面片,图 10(m)为 840 个面片,图 10(s)为 400 个面片,图 10(t)为 920 个面片;图 10(n)~图
10(p)表示不同的三角面片国际象棋模型,图 10(n)为 480 个面片,图 10(o)为 288 个面片,图 10(p)为 544 个面片;
图 10(q)表示由 432 个三角面片沙漏模型;图 10(r)表示由 624 个三角面片气球模型;图 10(v)表示由 336 个三角

面片苹果模型;图 10(w)表示由 320 个三角面片碗模型;图 10(x)表示由 480 个三角面片飞碟模型. 
表 1 说明不同曲面模型间在 V2-系统中的相对“距离”,表中的“距离”进行了归一化处理. 
实验过程中,仅依据上述模型的三角面片，执行了一次自由选择法获取二次 Bézier 曲面模型，随后在 V2-

系统中进行频谱、描述子和“距离”计算. 
该实验表明,曲面模型的描述子是一种曲面特征的标识,此类描述子具有几何平移、缩放、旋转的不变性,

即同一模型具有相同的描述子标识.在 V2-系统中,基于描述子定义的不同曲面模型间的“距离”可以被看作一种

度量单位,客观地表示了此类曲面模型间的相似程度.若将“距离”矩阵归一化,容易得知,相对“距离”较小的模型

具有较高的相似度;反之,相似度较低,可以认为是两个完全不同的模型. 
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 (a)  (b)  (c)  (d)  (e)  (f) 

       
 (g)  (h)  (i)  (j)  (k)  (l) 

            
 (m)  (n)  (o)  (p)  (q)                 (r) 

      
 (s)             (t)            (u)              (v)               (w)                   (x) 

Fig.10  Different quadratic Bézier surface models 
图 10  不同的二次 Bézier 曲面模型 
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Table 1  Distances of different quadratic Bézier surface models 
表 1  不同曲面模型间的“距离” 

 a b c d e f g h i j k l 
a 0 1.33 4.79 1.15 1.56 1.06 1.47 1.12 2.04 1.9 1.29 2.4 
b 1.33 0 5.01 0.623 0.752 0.98 0.986 1.32 2.12 2.01 1.27 2.67 
c 4.79 5.01 0 5.01 5.08 4.76 5.08 4.68 4.35 4.32 4.6 3.98 
d 1.15 0.623 5.01 0 0.892 0.786 1.03 1.2 2.06 1.94 1.15 2.61 
e 1.56 0.752 5.08 0.892 0 1.2 1.12 1.49 2.18 2.08 1.44 2.82 
f 1.06 0.98 4.76 0.786 1.2 0 1.26 1.03 1.92 1.79 1.1 2.46 
g 1.47 0.986 5.08 1.03 1.12 1.26 0 1.43 2.2 2.1 1.44 2.7 
h 1.12 1.32 4.68 1.2 1.49 1.03 1.43 0 1.64 1.5 1.07 2.24 
i 2.04 2.12 4.35 2.06 2.18 1.92 2.2 1.64 0 0.489 1.33 2.09 
j 1.9 2.01 4.32 1.94 2.08 1.79 2.1 1.5 0.489 0 1.16 1.92 
k 1.29 1.27 4.6 1.15 1.44 1.1 1.44 1.07 1.33 1.16 0 2.06 
l 2.4 2.67 3.98 2.61 2.82 2.46 2.7 2.24 2.09 1.92 2.06 0 
m 1.32 1.26 4.68 1.09 1.4 1.1 1.48 1.17 1.44 1.34 0.909 2.27 
n 0.973 1.14 4.89 0.984 1.31 1.01 1.29 0.867 1.72 1.59 1.02 2.35 
o 1.49 1.07 5.06 1.1 1.24 1.3 0.626 1.41 2.16 2.06 1.42 2.64 
p 1.77 1.67 4.85 1.64 1.72 1.48 1.77 1.23 1.86 1.78 1.53 2.58 
q 1.2 1.32 4.8 1.17 1.45 1.17 1.36 1.09 1.81 1.68 1.13 2.33 
r 1.19 1.08 4.81 0.935 1.31 0.832 1.35 1.13 1.8 1.71 1.11 2.48 
s 1.03 0.914 5.01 0.623 1.18 0.858 1.18 1.2 2.08 1.91 1.14 2.51 
t 1.99 2.09 4.35 2.02 2.2 1.9 2.2 1.65 1.51 1.46 1.49 1.49 
u 1.13 1 4.76 0.875 1.24 0.631 1.3 1.08 1.92 1.78 1.13 2.4 
v 2.64 2.3 5.02 2.4 2.17 2.49 2.26 2.33 2.57 2.44 2.33 2.6 
w 2.51 2.23 4.72 2.29 2.16 2.38 2.36 2.24 2.56 2.42 2.22 2.49 
x 1.01 0.856 5.02 0.69 1.1 0.821 1.21 0.989 2.01 1.88 1.15 2.57 

 
 m n o p q r s t u v w x 
a 1.32 0.973 1.49 1.77 1.2 1.19 1.03 1.99 1.13 2.64 2.51 1.01 
b 1.26 1.14 1.07 1.67 1.32 1.08 0.914 2.09 1 2.3 2.23 0.856
c 4.68 4.89 5.06 4.85 4.8 4.81 5.01 4.35 4.76 5.02 4.72 5.02 
d 1.09 0.984 1.1 1.64 1.17 0.935 0.623 2.02 0.875 2.4 2.29 0.69 
e 1.4 1.31 1.24 1.72 1.45 1.31 1.18 2.2 1.24 2.17 2.16 1.1 
f 1.1 1.01 1.3 1.48 1.17 0.832 0.858 1.9 0.631 2.49 2.38 0.821
g 1.48 1.29 0.626 1.77 1.36 1.35 1.18 2.2 1.3 2.26 2.36 1.21 
h 1.17 0.867 1.41 1.23 1.09 1.13 1.2 1.65 1.08 2.33 2.24 0.989
i 1.44 1.72 2.16 1.86 1.81 1.8 2.08 1.51 1.92 2.57 2.56 2.01 
j 1.34 1.59 2.06 1.78 1.68 1.71 1.91 1.46 1.78 2.44 2.42 1.88 
k 0.909 1.02 1.42 1.53 1.13 1.11 1.14 1.49 1.13 2.33 2.22 1.15 
l 2.27 2.35 2.64 2.58 2.33 2.48 2.51 1.49 2.4 2.6 2.49 2.57 
m 0 1 1.48 1.54 1.17 1.04 1.11 1.61 1.14 2.48 2.42 1.09 
n 1 0 1.26 1.4 0.836 0.954 0.98 1.68 1 2.28 2.24 0.85 
o 1.48 1.26 0 1.72 1.28 1.36 1.21 2.13 1.34 2.17 2.36 1.26 
p 1.54 1.4 1.72 0 1.59 1.47 1.78 1.83 1.66 2.21 2.32 1.58 
q 1.17 0.836 1.28 1.59 0 1.15 1.05 1.69 1.14 2.28 2.22 1.15 
r 1.04 0.954 1.36 1.47 1.15 0 1.05 1.79 0.973 2.55 2.49 0.977
s 1.11 0.98 1.21 1.78 1.05 1.05 0 2.01 0.875 2.51 2.39 0.693
t 1.61 1.68 2.13 1.83 1.69 1.79 2.01 0 1.88 2.45 2.36 2.02 
u 1.14 1 1.34 1.66 1.14 0.973 0.875 1.88 0 2.47 2.31 0.833
v 2.48 2.28 2.17 2.21 2.28 2.55 2.51 2.45 2.47 0 1.69 2.49 
w 2.42 2.24 2.36 2.32 2.22 2.49 2.39 2.36 2.31 1.69 0 2.34 
x 1.09 0.85 1.26 1.58 1.15 0.977 0.693 2.02 0.833 2.49 2.34 0 
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4.3   实验3.基于“距离”矩阵的曲面模型分类 

图 11 表示基于实验 2 中不同模型间的“距离”.采用模式识别中 K-means 聚类[17]方法,对实验 2 中的模型集

合进行初步分类(7 类模型).如图 11 所示,分类效果十分明显. 
该实验表明,不同曲面模型在 V2-系统中的“距离”矩阵,可以被看作一类有效的模式集合. 

 
Fig.11  Classification of different quadratic Bézier surface models with Kmeans 

图 11  不同的二次 Bézier 曲面模型的 Kmeans 分类 

5   结  论 

三角域上 V-系统使得三维几何模型能够用有限个正交函数的线性组合来精确表达,把几何模型从空间域

变换到频率域,从而可以利用频谱分析方法,针对模型进行数据压缩、特征分析、模式识别、分类与检索等问

题的研究,这是一种几何信息的整体频谱分析方法.特别是 V-系统的多分辨特性,使得模型的低频、高频信息更

容易区分,为模型的数据压缩和局部细节分析带来方便.由于 V-系统具有分片多项式结构,使得其不仅可以表达

连续的几何模型,也可以表达分离的群组模型.简言之,V-系统为数字几何信息处理带来了一种新的处理方式.用
平面片做空间曲面造型,在 CAGD 中被广泛使用.文献[10−13]中的一次 V-系统正是针对这种需求而做的研究.
本文中提出三角域上二次 V-系统的优势在于其能够直接地、精确地用有限项表示二次曲面造型,并给出一种基

于三角面片模型的二次曲面模型构造方法,既节省了模型的存储空间,又降低了频谱分析算法的复杂度.同时,
本文给出一套完整的、优化的 V-系统构造算法,使得 V-系统的概念更便于理解与实现.该构造算法也是一种数

据存储格式,结合几何模型归一化后的特点,在实验过程中极大地提高了频谱计算的效率,使得 V-系统在三维几

何模型的重构、特征分析、分类与检索等方面有付诸实用的可能. 
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