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摘  要: #SAT 问题是人工智能中的重要问题,在人工智能领域被广泛应用.在对基于扩展规则的模型计数求解方

法 CER 深入研究的基础上,重构 CER 中使用的计算公式,并对其正确性进行了证明;提出极大项相交集和扩展极大

项相交集的概念,并给出根据两者关系重用极大项相交集计算结果的增量求解方法,且对广义互补子句集对应的所

有扩展极大项相交集进行剪枝,有效避免了计算所有极大项相交集对应极大项个数时的冗余求解;提出构建记录子

句间互补关系的互补表方法,给出重用极大项相交集基础子句集互补结果的增量互补判定方法,较好地避免了判断

子句间和各极大项相交集的基础子句集互补关系时的重复计算.实验结果表明:RCER 方法易于实现,扩展性强,比
CER 方法效率更高,尤其是在互补因子较低时,效率提升更为显著. 
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Abstract:  #SAT problem is an important problem and used widely in the field of artificial intelligence. By the in-depth study of model 
counting algorithm CER based on extension rule, the calculation formula used in CER is reconstructed and its correctness is proved in this 
paper. Then, the concepts of maximum term intersection and extended maximum term intersection are put forward. An incremental 
method for #SAT is also proposed, and the extended maximum term intersections are computed preferentially based on the solution of the 
maximum term intersection. Pruning is performed on the extended maximum term intersections corresponding to the generalized 
complementary base clause sets to avoid the redundant calculation. A method is provided to decide if a clause set is generalized 
complementary or not by creating a complementary table for recording the complementarity of all pairs of clauses. Using this 
complementary table, the base clause set of extended maximum term intersection can be decided incrementally. Based on this method, the 
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redundant calculation for deciding the complementarity of clauses and clause sets is avoided better. Experimental results show that the 
presented RCER algorithm runs faster than CER algorithm, especially in the instances where complementary factor is small. 
Key words:  extension rule; model counting; maximum term intersection; complementary table; incremental method 

命题可满足问题(propositional satisfiability problem,简称 SAT)是人工智能领域的热点问题,国内外研究人

员对其做了大量工作并取得了显著成果[1−4].随着 SAT 问题研究的日益成熟,其成果被广泛应用于其他领域,如
在智能规划领域将规划问题编译成 SAT 问题,并利用高效的 SAT 求解器进行求解,在国际智能规划竞赛中一度

取得优异的成绩,屡获冠军[5−7].SAT 问题也同样被应用于求解基于模型的诊断问题[8],并取得了较好效果.SAT
问题是 NP 完全问题[9],对于其他 NP 完全问题,几乎都可以转化成 SAT 问题进行求解. 

#SAT 是 SAT 问题的一种扩展问题,它的计算复杂性高于 NP 完全,属于#P 完全的[10].人工智能研究领域存

在着许多其他问题,如贝叶斯网络推理问题[11]、概率规划问题[12],在其转化成命题公式集合进行求解过程中,仅
仅判断它们是否是可满足的是不够的,还需要知道它们的可满足赋值的数目,即模型个数.这种需要计算给定命

题公式集合的模型个数的问题就是#SAT 问题,如何高效地解决#SAT 问题,对人工智能的很多领域都有深远 
意义. 

近年来,#SAT 问题受到国内外学者广泛关注.早在 1991 年,Dubois 提出通过计算独立子句对应的模型个数

来求解模型计数问题的方法[13].Zhang在 1996年从理论角度对 Dubois基于独立子句的方法进行了分析[14],随着

问题规模的增大,算法的时间复杂度呈指数级增长.此后,Birnbaum 和 Lozinskii 提出了基于 Davis-Putnam 过程

的模型计数算法 CDP[15].在 CDP 算法中,若公式中有单元子句,则先对单元子句进行处理从而化简公式;否则,随
机选择一个变量 a,将给定公式Φ分成两个模型交集为空的子公式(Φ∧a)和(Φ∧¬a),再分别求解.目前,求解#SAT
问题的算法多数都是以CDP为基础的,如Bayardo和 Pehoushek在CDP算法基础上加入组件思想,并提出Relsat
算法[16].此算法中,CNF 公式用约束图表示:图中的节点为出现在公式中的变量,若两个变量出现在同一子句中,
则在图中代表这两个变量的节点之间就存在一条边.而各个独立的约束图可以看成是相互独立的组件,从而将

公式分成多个子公式分别独立求解.Sang 等人设计的 Cachet 系统[17,18]同时使用了组件缓存和子句学习两种策

略,通过记录已经计算过的组件结果,避免在后续的计算过程中重复之前的工作,是一种利用空间换时间的方

法.Thurley 在 Cachet 算法基础上,利用不同的存储方式提高了算法的空间利用率[19]. 
基于扩展规则的定理证明方法[20]已经得到了许多相关研究人员的重视,如:将扩展规则改进应用到模态逻

辑的自动定理证明中[21];将扩展规则方法用于模型计数(model counting)问题[22],结合扩展规则的知识编译方 
法[23];对基于扩展规则方法进行改进,提出 NER,SER 和 IBOHMH_IER 等系列算法[24−26]. 

殷明浩等人将扩展规则方法推广到#SAT 问题求解中,提出了一种 CER 方法[27].与传统的模型计数求解方

法需要找出哪些赋值是给定子句集的模型不同,该方法需要找出不是子句集模型的赋值,可以看作是目前其他

求解#SAT 问题方法的一种补方法.CER 方法的基本思想如下:对于给定的子句集,赋值与极大项之间存在一一

对应的关系,一个赋值使得子句集为真当且仅当它的非形式的极大项不能被扩展出来,即,不能被扩展出的极大

项与子句集的模型是一一对应的.基于这种对应关系,只要计算出不能被扩展的极大项个数,就能得到模型个

数.然而要想得到不能被扩展的极大项个数,首先就需要计算出能被扩展出的极大项个数.这种求解模型计数的

方法受到互补因子的影响,当互补因子较高时,该方法一般要优于基于归结的方法;反之,当互补因子较低时,要
差于基于归结的方法. 

本文在充分分析 CER 方法的基础上对其进行改进,给出增量求解的 RCER 方法.CER 方法在求解子句集所

能扩展出的极大项个数时,没有充分利用各计算项之间的关系来避免冗余计算.针对此问题,本文给出适合增量

求解的重构 CER 方法. 

1   预备知识 

本节首先介绍#SAT 问题的相关定义和概念,然后介绍扩展规则及其相关概念.首先,对在本文中使用的一
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些符号给出如下定义:xi(i=1,2,…,m)表示布尔变量;X={x1,x2,...,xm}表示变量集合;在子句中,用 xi 表示与变量 xi 对

应的正文字,¬xi 表示变量 xi 的负文字;Ci(i=1,2,…,n)表示子句,由文字的析取构成,可将其看成是文字的集合; 
Φ,Φ′表示 CNF 公式,由子句的合取构成,可将其看成是子句的集合. 

1.1   #SAT问题 

SAT 问题又称命题可满足性问题,即,判定一个给定的命题公式是否可满足,其形式化定义如下: 
定义 1[28]. 对于一个给定的命题公式Φ,SAT 问题即判断是否存在一组赋值使得公式Φ的值为真:若存在,则

称公式Φ是可满足的;否则,是不可满足的. 
对于 SAT 问题,只要找到一组使给定命题公式为真的赋值,就可以确定它是可满足的.而#SAT 问题是要找

出所有这样赋值,定义如下: 
定义 2[28].对于一个给定的命题公式Φ,#SAT 问题是指计算出所有使命题公式Φ为真的赋值个数. 
一般地,称使命题公式为真的一组赋值为它的一个模型,所以#SAT 问题也被称为模型计数问题.显然,模型

计数问题的计算复杂性要高于命题可满足性问题. 

1.2   扩展规则 

本节给出扩展规则及其相关的概念,扩展规则是归结原理的逆向推理规则,其定义如下: 
定义 3[20]. 对于一个给定的子句 C 和一个变量集合 X,且在子句 C 中出现的变量包含于变量集合 X,则有子

句集合 D={C∨x,C∨¬x|x∈X 并且 x 的正负文字都不出现在子句 C 中},把 C 到 D 中元素的推导过程叫做扩展规

则,D 中的元素叫做子句 C 应用扩展规则的结果. 
例 1:给定变量集合{x1,x2,x3}和子句 x1∨x2,那么对子句 x1∨x2应用扩展规则的结果就是{x1∨x2∨x3,x1∨x2∨¬x3}. 
定理 1 给出子句 C 与其应用扩展规则后的结果 D 之间的关系. 
定理 1[20]. 子句 C 及其扩展后的结果 D 是等价的. 
对一个子句集中的每个子句应用扩展规则,这样可以得到一个新的子句集.由定理 1 可得,应用扩展规则得

到的子句集和原有的子句集是等价的. 
当对该子句集循环不断应用扩展规则时,即:对子句集中每个子句应用扩展规则得到一个新的子句集,再对

这个新子句集中的子句继续应用扩展规则,一直循环这样的操作,最后将得到一个不再变化的子句集.即,其中

的子句已经无法再应用扩展规则扩展出新的子句. 
例 2:当子句集Φ中只含有两个子句 x1∨x2 和 x1∨x2∨¬x3,变量集合 X={x1,x2,x3},而对子句集Φ应用扩展规则

后,得到的最终子句集Φ′={x1∨x2∨x3,x1∨x2∨¬x3},其中,若对Φ′中的子句再应用扩展规则已不能再得出新的子句.
称子句集Φ′中这样不能再被扩展的子句为极大项,其具体定义如下: 

定义 4[27]. 一个非重言式子句是变量集合 X 上的极大项当且仅当它包含变量集合 X 上所有变量的正文字

或其负文字. 
例 3:给定变量集合 X={x1,x2,x3},则子句 x1∨x2∨x3 和 x1∨x2∨¬x3 是集合 X 上的两个极大项,而 x1∨x2 则不是. 

2   基于扩展规则的#SAT 求解方法 

定理 2[20]. 给定一个子句集Φ、变量集合 X,若Φ中的子句都是 X 上的极大项,则子句集Φ不可满足当且仅当

Φ中含有 2|X|个互不相同的子句(|X|表示集合 X 中变量个数). 
由定理 2 可得:对于一个不可满足的子句集Φ,对其应用扩展规则后得到的与其等价的新的子句集Φ′中含

有且只含有 2|X|个子句,即 2|X|个极大项.然而对于这样的一个子句集Φ′,它的所有赋值个数也为 2|X|,而且这些赋

值都使其为假.其实,任意子句集上的所有赋值都是与其变量集合上的极大项一一对应的. 
例 4:对于变量集合 X={x1,x2,x3}上的每个极大项,在图 1 的树中都存在一条赋值分支与其相对应,并使极大

项为假.当一个子句集包含所有极大项时,其对应的任意一组赋值都会使其中的一个极大项为假,从而使整个子

句集为假. 
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然而,#SAT 问题是求出子句集的模型个数,对于不可满足的子句集,其模型个数为 0.下面给出模型计数求

解的基本定理: 
定理 3[27]. 给定一个子句集Φ、变量集合 X,若Φ中的子句都是 X 上的极大项,则子句集Φ的模型个数为

2|X|−S,其中,S 是Φ中子句个数(S≤2|X|). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Relation of maximum terms and assignments on X={x1,x2,x3} 
图 1  变量集合 X={x1,x2,x3}上极大项与赋值关系图 

定理 2 和定理 3 给出了赋值与极大项的对应关系.对于每个赋值,如果它使得子句集为真,那么在此赋值上

为假的极大项不包含在子句集可扩展出的极大项中.所以,要计算一个子句集的模型个数,可先求出该子句集应

用扩展规则后扩展出的极大项个数 S,再根据定理 3,即可得到子句集的模型个数 2|X|−S. 
当求解一个子句集扩展后得到的所有极大项个数时,直接将它们全部都扩展出来复杂度较高,且最坏情况

下的其复杂性呈指数级增长.实际上,不需要将全部极大项都扩展出来就能得到它们的个数. 
定理 4[20]. 两个子句扩展出的极大项集合不含交集当且仅当这两个子句含有互补对. 
互补对是同一变量的正负文字,由定理 4 可得:含有同一变量不同文字的两个子句扩展出的极大项集合不

含交集,即,交集为空. 
定理 5(容斥原理)[29]. 集合 A1,A2,…,An 并集的元素个数可以用如下公式计算: 

1
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对一个子句集应用扩展规则后,得到只包含极大项的新子句集,是原子句集中所有子句分别应用扩展规则

后得到与其等价的极大项集合的并集.因此,可以利用容斥原理来求解其包含极大项的个数,易得到以下公式: 
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上式中,S 表示子句集Φ={C1,C2,…,Cn}应用扩展规则后所能生成的极大项个数,Pi 表示子句 Ci 应用扩展规

则后得到的与其等价的极大项集合,|Ci|表示子句 Ci 包含文字数量,|X|表示变量集合 X 中变量个数. 
基于公式(1),可得一个子句集所能扩展出的极大项个数 S,再根据定理 3,可以求解得出子句集的模型个数,

即 2|X|−S.CER 方法结合了变量赋值与极大项之间的对应关系以及子句与其应用扩展规则后得到的极大项集合

之间的等价关系,进而利用子句集中已有子句来求解模型个数. 

3   结合扩展规则重构的#SAT 增量求解方法 

上一节介绍了 CER 算法的基本思想,它与基于 DP 过程的求解#SAT 问题方法不同,首先利用公式计算子句

集所能扩展出的极大项个数 S,然后即可得到模型个数为 2|X|−S.然而,该方法在求解子句集所能扩展出的极大项

个数时,没有充分利用公式(1)中各计算项之间的关系来避免冗余计算.针对此问题,本文给出适合增量求解基于
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CER 的重构方法,下面先给出 CER 的重构方法和相关证明,随后给出计算极大项个数和子句互补判定的增量求

解方法. 

3.1   公式重构 

定义 5. 对于两个子句,称它们是互补子句当且仅当它们至少含有一对互补文字. 
定义 6. 称一个包含多个子句的子句集是广义互补的当且仅当子句集中至少含有一对互补子句. 
显然,定义 5 是定义 6 的一种特殊情况,定义 6 是定义 5 的扩展形式.由定理 4 可得:对于一对互补子句,它们

所对应的极大项集合交集为空.下面给出定理 4 的扩展定理: 
定理 6. 给定子句集,若它是广义互补的,则其包含的所有子句扩展出的极大项集合交集为空集. 
证明:由定义 6 可知:假设给定子句集包含子句 C1,C2,…,Cn,若它是广义互补的,那么所有子句中至少含有一

对互补子句.假设为 Ci,Cj,则由定理 4 可知,Pi 与 Pj 的交集为空.而由集合的性质可知:对于 P1,P2,…,Pn,它们的交

集必是其中任意两个集合交集的子集;特殊地,也必是 Pi 与 Pj 的交集的子集,故 P1,P2,…,Pn 的交集也为空集. □ 
显然,当给定子句集中含有的互补子句较多时,公式(1)中值为 0 的计算项较多,从而此时这种基于扩展规则

的方法效率一般较高.为了衡量给定子句集中互补子句的多少,下面给出互补因子的概念. 
定义 7[20]. 给定一个子句集Φ={C1,C2,…,Cn},互补因子(complementary factor)是子句集中互补子句对个数

与所有子句对个数之比,即 T/(n*(n−1)/2),其中,T 表示互补子句对的个数. 
CER 方法在求解时未能考虑公式(1)中各计算项之间的扩展关系,下面给出重构 CER 方法中关于各计算项

间扩展关系的相关定义. 
定义 8. 称公式(1)中形如

1 2
...

hi i iP P P∩ ∩ ∩ 的公式为极大项相交集,用字母 Q 表示,
1 2

| ... |
hi i iP P P∩ ∩ ∩ 表示

极大项相交集中极大项的个数,称形如
1 2

...
hi i i kP P P P∩ ∩ ∩ ∩ 的公式为其扩展极大项相交集.用 ET(Q)表示极大

项相交集 Q 的所有扩展极大项相交集;相应地,称子句集{Ci1,Ci2,…,Cih}为 1 2
...

hi i iP P P∩ ∩ ∩ 的基础子句集,并用 

BS(Q)表示极大项相交集 Q 的基础子句集.其中,h=1,2,…,n,k≠i1,i2,…,ih 且 i1<i2<…<ih<k.特殊地,称 h=1 时的极大

项相交集为单相交集. 
由定义 8 可知:一个极大项相交集的基础子句集是其扩展极大项相交集基础子句集的子集,且只相差一个

子句元素.基于它们之间这种扩展关系,下面给出已知前者的互补性判断后者是否广义互补的定理. 
定理 7. 给定极大项相交集 Q 和 Q′,且 Q′∈ET(Q),BS(Q′)=BS(Q)∪{C}: 
1) 若已知基础子句集 BS(Q)广义互补,那么 BS(Q′)也广义互补; 
2) 若已知基础子句集 BS(Q)不是广义互补的,那么 BS(Q′)是广义互补当且仅当 BS(Q)中至少存在一个子

句与 C 互补. 
证明: 
1) 由定义 6 可知:若 BS(Q)是广义互补的,那么它至少包含一对互补子句;又因为 BS(Q)是 BS(Q′)的子集,

所以 BS(Q′)中也含有互补子句对,故 BS(Q′)也是广义互补的; 
2) 当 BS(Q)不是广义互补的,即,BS(Q)中不含有互补子句对时: 

 充分性:若 BS(Q′)是广义互补的,在 BS(Q)∪{C}中必有互补子句对;又由于 BS(Q)中子句两两之

间不互补,故其中必然至少存在一个子句与 C 互补; 
 必要性:反之,当 BS(Q)中至少存在一个子句与子句 C 互补时,显然,子句集 BS(Q′)是广义互补的. 

 □ 
下面给出已知极大项相交集的值,计算其扩展极大项相交集的定理: 
定理 8. 对于给定的极大项相交集 Pi∩Pj∩…∩Pl 和它的一个扩展极大项相交集 Pi∩Pj∩…∩Pl∩Pk: 
1) 若子句集{Ci,Cj,…,Cl,Ck}是广义互补的,则有|Pi∩Pj∩…∩Pl∩Pk|=0; 
2) 若子句集{Ci,Cj,…,Cl,Ck}不是广义互补的 ,则有 |Pi∩Pj∩…∩Pl∩Pk|=|Pi∩Pj∩…∩Pl|/2|Z|,其中 ,Z={x|x∈ 

Ck 且 x∉Ch,h=i,j,…,l}. 
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证明: 
1) 若子句集{Ci,Cj,…,Cl,Ck}为广义互补时,由定理 6 可知,|Pi∩Pj∩…∩Pl∩Pk|=0; 
2) 若子句集{Ci ,Cj ,…,Cl ,Ck}不是广义互补的 ,显然 ,子句集{Ci ,Cj ,…,Cl}也不是广义互补的 ,则有 
 | | | ... || ... | 2 i j lX C C C

i j lP P P − ∪ ∪ ∪∩ ∩ ∩ = ,而且 | | | ... || ... | 2 i j l kX C C C C
i j l kP P P P − ∪ ∪ ∪ ∪∩ ∩ ∩ ∩ = ,由此可得如下公式: 

| ... | | ... || ... | | ... | / 2 i j l k i j lC C C C C C C
i j l k i j lP P P P P P P ∪ ∪ ∪ ∪ − ∪ ∪ ∪∩ ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∩ . 

  其中,|Ci∪Cj∪…∪Cl∪Ck|−|Ci∪Cj∪…∪Cl|即表示包含在子句 Ck 中同时不被子句 Ci,Cj,…,Cl 包含的文 
   字个数,即|Z|.                                                                      □ 

例 5:对于一个包含子句 C1,C2 的子句集Φ,计算其所能扩展出的极大项个数时,假设 C1,C2 不互补,已知 
1| | | |

1| | 2 X CP −= ,所以计算|P1|时只需要遍历子句 C1,计算其长度即可.而在计算|P1∩P2|时要计算出|C1∪C2|,即,要遍 

历 C1 和 C2 计算它们总共包含多少个文字.而 P1∩P2 是 P1 的扩展极大项相交集,根据定理 8,计算|P1∩P2|恰恰可

以利用计算|P1|时的结果,只计算 C2 与 C1 不同的文字数即可. 
CER 方法在利用公式(1)分层求解给定子句集所能扩展出的极大项个数时,未能考虑极大项相交集和扩展

极大项相交集之间的扩展关系.为在计算扩展极大项相交集时能充分利用对应的极大项相交集计算后的结果,
对 CER 方法中的公式(1)进行重构,其重构后的公式如下: 

 
1 1 1

| | | | (| | ... (| ... |)...)
n n n

i i j i j i i j n
i j i l j

S P P P P P P P P P
= = + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − ∩ − ∩ ∩ − − ∩ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  (2) 

定理 9. 公式(2)与公式(1)等价. 
证明: 

1

1 1 1

1 1

1 1

1
    

  

| | | | (| | ... (| ... |)...)

| | | | (| | ... (| ... |)...)

| | | | 

n n n

i i j i j l i j n
i j i l j

n

i i j i j l i j n
l j

i

n n n

i i i

i j
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P P P
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= = = +

= <

= +
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⎛ ⎞
= −
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∩ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

∩ ∩
⎠
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− − ∩ ∩∩

∩

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑∑ ∑

≤ ≤ 1 1 1

1

1 1 1

(| | ... (| ... |)...)

|

      ...

    ... ( 1| | | | | | .. | .) .

n n n

n i j i l j

n
n

i i j n i j l n

i j l i j n

i i j i j l i j n

P P P P P P

P P P P P P P P P

= = + = +

−

= < < <

∩ ∩ − − ∩ ∩∩
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+

= − + − + ∩∩−
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由以上推导过程可知,公式(1)与公式(2)是等价的. □ 
公式(2)是公式(1)等价的重构表达形式,下面给出公式(2)的展开过程: 

1 1 1

1 1 1 1
2 1

| | | | (| | ... (| ... |)...)

| | | | (| | ... (| ... |)...)

| |

    

 | | (| | ...    (|  

n n n

i i j i j l i j n
i j i l j

n n

j j l j n
j l j

i i j i j l

S P P P P P P P P P

P P P P P P P P P

P P P P P P P

= = + = +

= = +

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − ∩ − ∩ ∩ − − ∩ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
− ∩ − ∩ ∩ − − ∩ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − ∩ − ∩ ∩ −

=

−

∑ ∑ ∑

∑ ∑

2 1 1
  ... |)...)

n n n

i j n
i j i l j

P P
= = + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞
∩ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
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                    2 1 1
| | | | (| | ... (| ... |) 

   ...

...)
n n n

i i j i j l i j n
i j i l j

P P P P P P P P P
= = + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ − ∩ − ∩ ∩ − − ∩ ∩ ∩⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

RCER 方法按照公式(2)以上展开形式顺序计算极大项相交集和其扩展极大项相交集的值,下面给出结合

公式(2)对极大项相交集对应的扩展极大项相交集进行剪枝的相关推论. 
由定义 6 和定理 6 易得如下推论: 
推论 1. 已知一个广义互补的子句集Φ,则子句集Φ的任意超集Φ′中所有子句扩展出的极大项集合交集必

为空. 
证明:由定义 6 可知,子句集Φ中必有互补子句对,所以包含这个子句集的任意子句集Φ′也必然含有互补子

句对,是广义互补的;再根据定理 6 可知,子句集Φ′中所有子句扩展出的极大项集合交集必为空. □ 
例 6:给定一个子句集Φ={C1,C2,C3,C4},若子句 C1 和 C2 互补,那么不仅|P1∩P2|=0,只要以同时包含 C1,C2 的

子句集为基础子句集的极大项相交集,其值也必为 0,如,{C1,C2,C3},{C1,C2,C4},{C1,C2,C3,C4}对应的极大项相交

集 P1∩P2∩P3,P1∩P2∩P4,P1∩P2∩P3∩P4,的值都等于 0. 
由推论 1 可知:在公式(2)的计算过程中,已知一个极大项相交集的值为 0,便可得其所有扩展极大项相交集

的值也为 0,从而可将其对应的冗余计算项提前从公式(2)中删除,减少不必要的计算. 
下面给出求解扩展极大项相交集时,充分利用极大项相交集计算结果的增量求解方法. 

3.2   极大项相交集增量计算方法 

事实上,公式(2)中所有极大项相交集的基础子句集是需求解子句集幂集中的元素,只要对相应的基础子句

集中子句进行文字计数,便可求出该极大项相交集的值.按照公式(2)展开形式的计算顺序,一般情况下,下一个

即将计算的极大项相交集是上一个已计算的极大项相交集的扩展极大项相交集,可在上一个已计算的极大项

相交集结果的基础上增量计算,即,只需对每次求解时多出的一个子句进行文字计数,避免了对子句集中所有子

句逐一遍历求解. 
按照公式(2)展开形式进行极大项个数求解,充分利用了极大项相交集和扩展极大项相交集之间的扩展关

系:(a) 根据定理 7,判断当前极大项相交集 Q′的基础子句集 BS(Q′)是否广义互补时,BS(Q′)除了包含之前已计算

极大项相交集 Q 的基础子句集 BS(Q)中所有子句外,还包含一个不在 BS(Q)中的子句,只需要判断此子句是否与

BS(Q)中的子句互补即可.因 BS(Q)中子句对的互补情况已经判断过,无需重复计算;(b) 根据定理 8,在计算当前

极大项相交集 Q′的值时,上一个已计算的极大项相交集 Q 的基础子句集比 Q′的基础子句集少包含一个子句,
只需要计算此子句中没有被 BS(Q)覆盖的文字个数即可. 

下面给出基于扩展规则重构的#SAT 增量求解方法 RCER. 
算法. RCER (Φ={C1,C2…,Cn},X={x1,x2,…,xm}). 
01. 初始化:BS=∅, inte_V=0, Prev_com=0, Sum=0, Prev_VarCover[m]={0}; 
02. Count_Max_terms(BS,inte_V,Prev_com,Prev_VarCover) 
03.   BEGIN 
04.     For (i=inte_V; i<n; i++) 
05.       IF (BS∪{Ci}中有互补子句对) THEN 
06.         Continue; 
07.       ENDIF 
08.       Fol_VarCover[m]←Prev_VarCover[m]; 
09.       Fol_com←Prev_com; 
10.       For (Ci 中每个变量 xj) 
11.         IF (Fol_VarCover[j]==0) THEN 
12.           Fol_VarCover[j]=1; 
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13.           Fol_com++; 
14.         ENDIF 
15.       ENDFor 
16.       IF (BS∪{Ci}共包含奇数个子句) THEN 
17.         Sum+=2m−Fol_com; 
18.       ELSE 
19.         Sum−=2m−Fol_com; 
20.       ENDIF 
21.       Count_Max_terms(BS∪{Ci},i+1,Fol_com,Fol_VarCover); 
22.     ENDFor 
23.   END 
24. Num_models=2m−Sum; 
25. Return Num_models; 
算法中,BS 代表极大项相交集的基础子句集,即,子句集Φ的子集,初始时为∅.用 Sum 表示子句集Φ能扩展出

的极大项个数,Prev_com 表示前一个基础子句集中变量个数,并且用数组 Prev_VarCover[m]记录都有哪些变量:
若有变量 xi,则 Prev_VarCover[i]的值为 1;否则为 0.而 Fol_com 则表示当前的基础子句集中变量个数,对应的

Fol_VarCover[m]则记录当前基础子句集的变量覆盖情况.Count_Max_terms 是求解 Sum 值的递归函数,每调用

一次函数就进入下一层的计算,即,开始计算当前极大项相交集的扩展极大项相交集.若当前要计算极大项相交

集的基础子句集是广义互补的,那么直接进行下一次循环.通过这种方式,较好地避免了对其值必为 0 的极大项

相交集的冗余计算. 
RCER 算法的主要工作是计算给定子句集所能扩展出的极大项个数,根据公式(2)的展开形式计算可以充

分利用计算项之间的扩展关系,不仅在上一次计算结果上进行增量计算,还可避免多数冗余项的计算,进而较好

地提高了计算效率.在 RCER 算法中,每生成一个极大项相交集的基础子句集,都要判断其中是否含有互补子句

对,若每次都对相应基础子句集中的所有子句对进行遍历判断是否含有互补文字,则降低了判断效率.因此,提
出一种基于互补表的增量判定方法来提高效率. 

3.3   互补表增量判定方法 

该方法中构建一个互补表,对子句间的互补关系进行记录.考虑到空间复杂性,互补表由一个下三角矩阵构

成.互补表中对角线位置记录相应子句与其他子句互补情况,互补表中其他位置记录相应子句对的互补关系.互
补表方法有效避免了互补判定中的重复计算,尤其是相应子句与其他所有子句都不互补时可直接得到判定结

果.包含 4 个子句的子句集Φ={C1,C2,C3,C4}的互补表如图 2 所示. 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Example of complementary table 
图 2  互补表示例 

若子句 Ci与子句 Cj是互补的,则表中元素 ai,j=1;否则,ai,j=0.通过这种方式,互补表可以记录所有子句间的互

补关系.当多次判断同一子句对是否互补时,除第 1 次判断外,仅需要查找互补表中相应元素的值即可.表中 ai,i

a1,1 

a2,1 a2,2 

a3,1 a3,2 a3,3 

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 
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的值等于第 i 行中除其之外所有元素的和,即,ai,i 表示子句 Ci 与 C1,…,Ci−1 中互补的子句个数.初始时,可将表中

除对角线外所有的元素设为较大的值,如 n(给定子句集中子句个数),且 ai,i 初始值为(i−1)n. 
在RCER方法中,根据定理 7,可以在极大项相交集的基础上增量计算扩展极大项相交集基础子句集是否广

义互补,进而提高子句集广义互补的判定效率.当前需判定的极大项相交集基础子句集是前一个已判断的极大

项相交集基础子句集的超集,且只多包含一个子句,只需判断这个子句与基础子句集中其他子句是否互补即可.
根据 RCER 算法中极大项相交集基础子句集生成顺序,新生成的基础子句集中多包含的子句在当前子句集中

标号最大,这里用 Cl 表示,按照如下步骤判断基础子句集是否广义互补: 
1) 在互补表中,先查找对角线元素 al,l 的值是否为 0,即,是否与标号小于它的其他所有子句都不互补.如

果都不互补,则直接得知此基础子句集不是广义互补子句集; 
2) 若 l−al,l 的值小于当前子句集中子句个数,即 C1,C2,…,Cl−1 中与 Cl 不互补的子句个数小于当前子句集

中除 Cl 外的子句个数,则子句集中必然存在与 Cl 互补的子句,故基础子句集是广义互补的; 
3) 否则,继续在表中分别查找相应位置,判断子句 Cl 与基础子句集中其他子句是否互补. 
互补表增量判定方法较大程度地减少 CER 算法在判断互补时所花费的时间,提高了算法效率.下面给出判

断子句集中是否含有互补子句对的增量判定方法. 
EST_Complementry(Φ). 
/*Φ为当前基础子句集,假设Φ中 Cl 为标号最大子句,且Φ中子句个数为 k*/ 
01. IF al,l==0 THEN Return False; 
02. IF l−k<al,l<l THEN Return True; 
03. For (Φ中除 Cl 外的其他每个子句 Ci) 
04.   IF al,i==1 THEN Return True; 
05.   IF al,i==n THEN 
06.     遍历 Cl,Ci; 
07.     IF Cl 与 Ci 含互补文字 THEN 
08.       al,i=1; 
09.       al,l=al,l−(n−1); 
10.       Return True; 
11.     ELSE 
12.       al,i=0; 
13.       al,l=al,l−n; 
14.     ENDIF 
15.   ENDIF 
16. ENDFOR 
17. Return False; 

4   实验结果 

本节将 RCER 方法与 CER 方法进行比较,并给出两种方法在随机问题实验测试用例的结果.实验平台如下: 
Windows XP 操作系统,CPU AMD Athlon(tm) 64 X2 Dual Core Processor 3600+ 1.9GHz,2.00GB RAM. 

实验用例由随机生成器产生,其输入参数有变量个数 m、子句个数 n 以及变量在每个子句中的出现概率 p,
每个子句都按一定概率 p 从 m 个变量中选取变量,因变量的正负文字相对于子句集来说是对称的,所以这里只

控制变量为正的概率 p′,p′范围是(0.1,0.5).本文的实验数据采用变量个数为 30,子句个数为 100 的随机样例进行

实验测试.通过限定变量在子句中出现的概率,并结合其正文字出现的概率来限定子句集中子句的平均子句长

度以及互补因子的大小.实验测试互补因子范围为(0.1~0.9),实验结果是 10 次实验的平均结果. 
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从图 3 的对比图中可以看到:在大部分测试用例中,RCER 方法的求解效率要比 CER 方法有明显提高,并且

图中有些散点已经达到 2 倍对比线甚至 3 倍对比线.但是注意到:在耗时相对较少的例子中,效率提高并不明显,
甚至对于一些测试用例两种方法求解时间相近. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Experimental comparisons of RCER and CER 
图 3  RCER 方法与 CER 方法实验结果比较 

RCER 方法与 CER 方法的效率受互补因子影响较大,当互补因子较高时,公式(1)和公式(2)中存在较多的计

算项值为 0,需要计算的项就相对较少,从而两种方法的效率就越高.为了更好地测试这两种方法的性能与互补

因子的关系,下面给出互补因子由低到高变化时,两种方法对应实验的对比结果,如图 4 所示. 
从图 4 可以看出: 
• 随着互补因子的提高,RCER 方法与 CER 方法的求解时间都急速下降;并且在互补因子较低时,RCER

方法求解效率明显高于 CER 方法; 
• 随着互补因子的增大,两方法的求解时间差逐渐缩小;且当互补因子大于 0.6 时,两个方法的求解时间

差开始明显缩小; 
• 互补因子更大时,RCER 方法的求解时间还要略高于 CER 方法. 
当互补因子较高时,子句集中互补的子句对相对就较多,从而公式(1)和公式(2)中值为 0 的计算项就较多,需

要计算的项就较少.这样,在 RCER 方法中可以利用的极大项相交集之间的扩展关系较少,所以此时两种方法的

求解时间相差不大.由于需要对当前子句集中的文字覆盖情况进行记录,所以有时效率会略低于CER方法.值得

注意的是:虽然互补因子较高时,相对于 CER 方法,RCER 方法并没有显著提高,但是在这种情况下,CER 方法的

求解时间已经很少,算法效率的提升空间已经很小;并且在这种情况下,RCER 方法的求解效率也依然较高. 
从图 4(a)中容易发现:对于互补因子较低的测试用例,算法的求解时间相对并不是很多.原因在于:算法实现

中加入了单元子句规则,这里用变量在子句中出现的概率和其正负文字出现的概率来控制互补因子大小,因此,
当一个子句集互补因子较小时,其中可能包含较多的单元子句,再通过单元子句规则对子句集进行处理,就可以

减少子句集规模,从而使得求解时间减少. 
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 (a) 互补因子范围(0.1~0.3)                  (b) 互补因子范围(0.3~0.5) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (c) 互补因子范围(0.5~0.7)                  (d) 互补因子范围(0.7~0.9) 

Fig.4  Experimental comparisons of the two methods based on diverse complementary factors 
图 4  不同互补因子下两种方法实验结果比较 

下面给出两个算法对图 4 中各测试用例的求解时间比,见表 1. 

Table 1  Time ratio (s/s) 
表 1  时间比(s/s) 

测试用例 互补因子 时间比(CER/RCER) 测试用例 互补因子 时间比(CER/RCER) 
1 0.137 2.506 11 0.545 1.822 
2 0.173 2.991 12 0.588 2.214 
3 0.210 1.729 13 0.607 1.824 
4 0.234 2.768 14 0.647 1.334 
5 0.260 1.829 15 0.674 1.278 
6 0.344 2.279 16 0.721 1.143 
7 0.378 1.695 17 0.777 1.293 
8 0.399 1.792 18 0.801 1.208 
9 0.438 1.696 19 0.831 1.306 

10 0.481 1.677 20 0.877 0.952 

从表 1 可以看出:CER 方法求解时间与 RCER 方法求解时间的比值随着互补因子的增大在逐渐减小,并在

互补因子 0.6 之后减小趋势更加明显.即:随着互补因子的增大,RCER 方法比 CER 方法的效率提升越来越不明

显.可以想象:在极端情况下,当子句集互补因子为 1 时,即,子句集中任意两个子句都是互补的情况,公式(1)和公

式(2)中需要计算的项仅有 n 个单相交集组成的计算项,此时的计算项间都不存在扩展关系,所以 RCER 方法与

CER 方法的计算过程是一样的.然而,RCER 方法还需对每个项中文字覆盖情况进行记录,因此,CER 方法的效率

要高于 RCER 方法.虽然这种情况非常少,但可以依据这种趋势来理解随着互补因子的增大,RCER 方法的优势

逐渐减小的原因. 

5   结束语 

#SAT 问题计算 CNF 公式的模型个数,是 SAT 问题的一种扩展问题,在人工智能领域具有广泛应用,如可以

在多项式时间内与贝叶斯推理问题进行转化.在对扩展规则在 SAT 及#SAT 求解问题中的应用进行深入研究和
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分析后,对已有的基于扩展规则的模型计数求解方法 CER 进行改进.CER 方法在求解时没有充分利用极大项相

交集和其扩展极大项相交集之间的扩展关系来避免冗余计算.针对此问题,本文给出适合增量求解的 RCER 方

法.此方法优先计算扩展极大项相交集对应极大项个数,并重用极大项相交集计算结果;对广义互补子句集对应

的所有扩展极大项相交集进行剪枝,有效避免了计算所有极大项相交集对应极大项个数时的冗余求解;优先判

定扩展极大项相交集互补关系,并重用极大项相交集互补结果的互补判定增量方法,较好地避免了判断子句间

和各极大项相交集的基础子句集互补关系时的重复计算.实验结果表明:两种方法在互补因子较高的问题中具

有较快的求解速度;并且在互补因子较低的问题中,RCER 算法的求解效率明显优于 CER 算法,效率提升 2~3 倍. 
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