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摘  要: 渐进式算法是概念格构造的重要方法之一,但以前的渐进式算法均为渐增式算法,即对象或属性都是增

加的.实践表明,很多场合需要属性减少后的概念格.2013 年,减少单个属性的渐减式算法已有研究,然而该算法只适

用于单个属性,减少多个属性时,该算法需要反复执行多次.研究了减少多个属性的一次性渐减式算法,该算法与减

少单个属性的渐减式算法有相同的时间复杂度,但当,减少多个属性时,单属性的渐减式算法需要反复执行多次,而
该算法只需执行一次. 
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Construction of Multi-Attributes Decrement for Concept Lattice 

MA Yuan,  MA Weng-Sheng 

(School of Software Engineering, University of Science and Technology Liaoning, Anshan 114051, China) 

Abstract:  Incremental algorithms are important methods for the construction of concept lattices. But previous incremental algorithms 
are for the addition of objects or attributes. Concept lattices decrementing some attributes are needed in practical problems. Incremental 
algorithm decrementing single attribute were studied in 2013. But the algorithm only applies to decrement single attribute. When 
decrementing multi-attributes, the algorithm must be implemented again and again. This paper studies an incremental algorithm 
decrementing multi-attributes. This algorithm has as same time complexity as the algorithm decrementing single attribute. But when 
decrementing multi-attributes ,the algorithm decrementing single attribute must be implemented on many times, the presented algorithm 
only need to be implemented single execution. 
Key words:  formal concept; concept lattice; decrementing attribute; incremental algorithm; concept lattice construction 

德国数学家 Wille 教授于 1982 年提出了形式概念的理论[1].设 U 是对象集合,M 是属性集合,I⊆U×M 是 U 

与 M 间的关系,则称三元组K=(U,M,I)为一个形式背景.若 A⊆U,B⊆M,令 f(A)={m∈M|∀u∈A:(u,m)∈I},g(B)={u∈U| 

∀m∈B:(u,m)∈I},并认为若 f(A)=B,g(B)=A,则(A,B)是一个形式概念.A 是这个概念的外延,B 是这个概念的内涵.K
的全部概念的集合记作 ( )B K .若 1 1 2 2( , ), ( , ) ( )A B A B ∈B K ,且 A1⊆A2(可以证明,此时必有 B2⊆B1)则称(A1,B1)是
(A2,B2)的子概念,(A2,B2)是(A1,B1)的父概念,并且记作(A1,B1)≤(A2,B2).已证明[1]集合 ( )B K 以≤为偏序是一个格 
(请见本文第 1 节形式概念的基础定理).因此,形式概念的理论又称为概念格理论.若 A1 是 A2 的真子集,则记

(A1,B1)<(A2,B2).若(A1,B1)<(A2,B2),且不存在概念(A3,B3)使(A1,B1)<(A3,B3)<(A2,B2),则称(A1,B1)是(A2,B2)的直接子 
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概念,(A2,B2)是(A1,B1)的直接父概念,记作(A1,B1)≺(A2,B2).有向图(S,L)称为是概念格 ( )B K 的 Hasse 图,其中, 

( )S =B K 是点的集合,L 是有向边的集合,当且仅当(A1,B1);(A2,B2)时,((A1,B1),(A2,B2))∈L.且在绘制时,要求父概 

念总在子概念上面,并由此而略去有向边的箭头.由一个形式背景求出它的全部概念及这些概念形成的 Hasse
图,称为概念格的构造. 

现在,形式概念已得到了广泛的应用,例如在软件工程[2]、地理信息系统[3]、入侵检测[4]、Web 日志挖掘[5]、

客户群聚类[6]、Apsect 挖掘[7]、动态知识学习[8]、空间聚类[9]、病症智能诊断[10]、Folksonomy[11]、访问控制权

限管理[12]、软件演化分析[13]、二值命题逻辑约简[14]等很多领域都有了成功的应用.然而,概念的个数是随背景

的尺寸指数级增长的,因此,概念格的构造一直是很受关注的课题.目前,构造概念格的方法可分为两种:批处理

算法[15]及渐进式算法[16−19]. 
直到 2013 年,渐进式构造算法都是背景增加属性或增加对象时的渐增式构造算法.然而实际应用中,有时

背景的变化并不是增加属性(或对象),而是减少属性(或对象),例如在 Web 信息检索的背景中,对象是 Web 文档,
属性是关键词.随着时间的推移,有些关键词不再被人们所关注了,若继续将它们保存在背景中,长期积累下来

将会使概念格越来越大,无效的概念越来越多,信息检索的速度越来越下降.因此,应该将不再受关注的关键词

从背景中删除,压缩概念格的规模,提高检索速度. 
2013 年,张磊等人[20]研究了当形式概念的某些属性削减之后,如何快速有效地在原有的概念格上进行调

整,得到新形式背景的概念格,而不是传统方式下的重新构造的算法.张磊等人给出了减少一个属性时自底向上

与自顶向下的渐减式算法,能够同时对概念格及 Hasse 图进行调整,而且有良好的时间性能,在这个方向上做了

开创性的工作.但该算法每次只能减少一个属性,而实际问题中只减少一个属性的情况是较少的,一般是要减少

一些属性,例如要删除与某个问题相关的一组关键词.这时,减少一个属性的算法必须反复执行多次.能否将每

次减少一个属性的算法推广为每次减少多个属性的算法呢?研究发现:每次减少一个属性的算法不能简单地推

广为每次减少多个属性的算法,因为减少一个属性时的许多性质在减少多个属性时不再成立.例如,一个删除基

只对应一个删除节点,删除节点必然在某个保留节点与某个更新节点之间,…,等等,在减少多个属性时都不再

成立.因此,一次减少多个属性时必须研究新方法.张磊等人在文献[20]中指出研究同时删除一个以上属性的概

念格的属性渐减算法,无疑也是一件很有意义的事情.本文将解决这个问题,给出一次减少多个属性时快速有效

地在原有概念格的基础上得到新背景的概念格的方法. 
本文第 1 节给出形式概念的基础定理.第 2 节给出多属性减少的基本原理.第 3 节介绍多属性减少的算法.

第 4 节是验证.第 5 节是后记. 

1   形式概念的基础定理 

定理 1[1]. 设K=(U,M,I)为一个形式背景.若 A,A1,A2⊆U,B,B1,B2⊆M,则函数 f,g 有以下性质: 

(1) A1⊆A2,则 f(A1)⊇f(A2); 
(2) B1⊆B2,则 g(B1)⊇g(B2); 
(3) f(A1∪A2)=f(A1)∩f(A2); 
(4) g(B1∪B2)=g(B1)∩g(B2); 
(5) A⊆g(f(A)); 
(6) B⊆f(g(B)); 
(7) f(A)=f(g(f(A))); 
(8) g(B)=g(f(g(B))). 
而且由性质(8)可知:对于 M 的任何子集 B,(g(B),f(g(B)))一定是概念,g(B)一定是外延.特别是(g(M),M)一定

是概念,称其为零元概念. 
对于 ( )⊆D B K ,若 0 0( , ) ( )A B ∈B K 满足 0 0( , ) : ( , ) ( , )A B A B A B∀ ∈ ≥D ,则称(A0,B0)是D 的一个下界;若(A0, 

B0)满足 0 0( , ) : ( , ) ( , )A B A B A B∀ ∈ ≤D ,则称(A0,B0)是D 的一个上界. 
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定理 2. D 所有下界的集合有最大元素,称该元素为D 的下确界,记作 ∧D ,且
( , ) ( , )

( , ( ))
A B A B

A f A
∈ ∈

∧ = ∩ ∩
D D

D ; 

D 所有上界的集合有最小元素,称该元素为D 的上确界,记作 ∨D ,且
( , ) ( , )

( ( ), )
A B A B

g B B
∈ ∈

∨ = ∩ ∩
D D

D . 

证明:首先,对任何 ( , )C D ∈D 都有
( , )A B

C A
∈

⊇ ∩
D

,于是
( , ) ( , )

( , ( )) ( , )
A B A B

A f A C D
∈ ∈

∩ ∩ ≤
D D

,即是D 的下界之一.若

(E,F)是D 的任意一个下界,则对所有 ( , )A B ∈D 都有 A⊇E,于是
( , )A B

E A
∈

⊆ ∩
D

.这样,对D 的任意一个下界(E,F),

我们都有
( , ) ( , )

( , ) ( , ( ))
A B A B

E F A f A
∈ ∈

∩ ∩≤
D D

,所以
( , ) ( , )

( , ( ))
A B A B

A f A
∈ ∈

∩ ∩
D D

是D 的下确界. 

对偶可证
( , ) ( , )

( ( ), )
A B A B

g B B
∈ ∈

∩ ∩
D D

是D 的一个上确界. □ 

定理 3. 设 N⊆M,称背景K1=(U,N,I∪U×N)为K的子背景.若我们记对K1 求的 f 及 g 为 f1 及 g1,则容易看出: 

对所有 A⊆U,都有 f1(A)=f(A)∩N,以及对所有 B⊆N,都有 g1(B)=g(B). 

2   多属性减少的基本原理 

定义 1. 设背景K=(U,M,I),N⊆M,则称 ( )B K 上的关系 RN={((A,B),(C,D))|B∩N=D∩N}为 N 决定的等价关系

(RN 是等价关系的证明简单,略),称 RN 在 ( )B K 上划分的任意个等价类都为 N 决定的等价类. 
按定义 1,同一等价类中的概念内涵与 N 的交都是相同的. 

例 1:设 U={1,2,3,4,5,6,7,8},M={a,b,c,d,e,h,q},背景K=(U,M,I)见表 1,概念格如图 1 所示,若 N={a,c,q}, 

则 N 决定的等价类如图 2 所示.其中,每一个闭曲线中的概念是一个等价类,同一个等价类中的概念的内涵与 N
交的共同值写在了该等价类闭曲线的旁边.具体如下:等价类{#1,#3,#7}中的概念的内涵与 N 的交都是空,等价

类{#2,#5,#6,#8,#9,#10}中的概念的内涵与 N 的交都是 a,等价类{#4}中的概念的内涵与 N 的交都是 c,等价类

{#11}中的概念的内涵与 N 的交都是 cq,等价类{#12,#13}中的概念的内涵与 N 的交都是 acq. 

Table 1  A formal context 
表 1  一个形式背景 

 a b c d e h q
1 ×       
2 × ×      
3   ×     
4 × ×  × ×   
5   ×  × × ×

6 × ×  × × ×  
7 ×  ×  × × ×

8     ×   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Concept lattice of formal context                 Fig.2  N determining equivalent classes 
图 1  形式背景的概念格                            图 2  N 决定的等价类 

我们将逐步证明:N 决定的每个等价类都有最大元素,而最大元素与子背景中的概念一一对应.若原背景中

#1 (12345678,∅)

     
#5 (246,ab)

#2 (12467,a) #4 (357,c)

#3 (45678,e)

#7 (567,eh)

#11 (57,cehq)

#12 (7,acehq)

#10 (67,aeh)

#6 (467,ae)

#8 (46,abde)

#9 (6,abdeh)

#13 (∅,abcdehq)

∅ 

     
#5

#2

#1

#4
#3

#7

#11

#12

#13

#10

#6

#8

#9

c

acq

a

cq
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有最大元素(A,B),则子背景中有概念(A,B∩N).这个事实先请见例 2. 

例 2:对于例 1 中的K及 N,子背景K1=(U,N,I∩U×N)见表 2,子背景的概念格如图 3 所示,原概念格中等 

价类的最大元素是#1,#2,#4,#11,#12 概念,如图 4 中的实心圆所示. 
其中,#1 概念(12345678,∅)对应子背景中的(12345678,∅∩N)=(12345678,∅),#2 概念(12467,a)对应(12467, 

a∩N)=(12467,a),#4 概念(357,c)对应(357,c∩N)=(357,c),#11 概念(57,cehq)对应(57,cehq∩N)=(57,cq),#12 概念

(7,acehq)对应(7,acehq∩N)=(7,acq). 

Table 2  A subcontext 
表 2  一个子背景 
 a c q 

1 ×   
2 ×   
3  ×  
4 ×   
5  × × 
6 ×   
7 × × × 
8    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Concept lattice of subcontext            Fig.4  Maxmal elements in equivalent classes 
 图 3   子背景的概念格                         图 4  等价类的最大元素 

下面逐步证明这个事实. 

引理 1. 设K=(U,M,I)是一个背景,N⊆M,ω是 N 决定的一个等价类,则∨ω∈ω,且∨ω是ω的最大元素. 

证明:设ω={(At,Bt)|t∈T}(T 是等价类ω的索引集),于是,对∀t∈T,Bt∩N 都是相同的,令 Bt∩N=P. 
由于 {( , ) | } ( ( ), )t t t tt T t T

A B t T g B Bω
∈ ∈

∨ = ∨ ∈ = ∩ ∩ ,而对每一个 t∈T 都有 Bt∩N=P,所以, 

( ) ( ) .t tt T t T
B N B N P

∈ ∈
∩ ∩ = ∩ ∩ =  

由于
0 0

( ( ), )i ii T i T
g B B

∈ ∈
∩ ∩ 的内涵与 N 的交也为 P,所以

0 0
( ( ), )i ii T i T
g B B ω

∈ ∈
∩ ∩ ∈ .由于∨ω是ω的上界,所以∀t∈T 都有 

(At,Bt)≤∨ω,所以,∨ω是ω的最大元素. □ 

引理 2. 设K=(U,M,I)是一个背景,N⊆M, ( , ) ( )A B ∈B K ,则: 

f(g(B∩N))∩N=B∩N. 
证明:因 B∩N⊆f(g(B∩N)),所以(B∩N)∩N⊆f(g(B∩N))∩N,即 

 B∩N⊆f(g(B∩N))∩N (1) 
另外,B∩N⊆B,f(g(B∩N))⊆f(g(B)),而(A,B)是概念,所以 f(g(B))=B,这样,f(g(B∩N))⊆B.由此: 

 f(g(B∩N))∩N⊆B∩N (2) 

     
#5

#3

#7

#13

#10

#6

#8

#9

#2 (12467,a) #4 (357,c)

#11 (57,cehq)

#12 (7,acehq)

#1 (12345678,∅)
(12345678,∅) 

(12467,a) (357,c)

 (57,cq)

 (7,acq)
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由公式(1)、公式(2)知: 
 f(g(B∩N))∩N=B∩N. □ 

引理 3. 设ω={(At,Bt)|t∈T}是 N 决定的一个等价类,则对每个(At,Bt)∈ω,都有: 
∨ω=(g(Bt∩N),f(g(Bt∩N)))). 

证明:由于ω是 N 决定的一个等价类,所以对于∀t∈T,Bt∩N 都是相同的,所以∀t∈T,(g(Bt∩N),f(g(Bt∩N))))都是

相同的,设为(C,D).即,对∀t 都有: 
 g(Bt∩N))=C (3) 
 f(g(Bt∩N))=D (4) 

而且,由公式(4)及引理 2 还知:∀t,都有: 
 D∩N=f(g(Bt∩N))∩N=Bt∩N (5) 

所以(C,D)∈ω.这样,D∈{Bt|t∈T}.于是: 
 tt T

B D
∈
∩ ⊆  (6) 

并且另一方面,还由公式(5)得知:∀t,D∩N⊆Bt.于是: 
 tt T

D N B
∈

∩ ⊆ ∩  (7) 

然而,还由公式(5)及公式(3)得: 
 g(D∩N)=g(Bt∩N)=C=g(D) (8) 

这样,由公式(6)~公式(8),我们有: 
 ( ) ( ) ( )tt T

g D N g B g D C
∈

∩ = ∩ = =  (9) 

因(C,D)及 ( ( ), )t tt T t T
g B B

∈ ∈
∩ ∩ 都是概念,所以: 

 ( ) ( ( ))t tt T t T
D f C f g B B

∈ ∈
= = ∩ = ∩  (10) 

由公式(9)、公式(10)及公式(3)、公式(4)得: 
 {( , ) | } ( ( ), ) ( , ) ( ( ), ( ( ))).t t t t t tt T t T

A B t T g B B C D g B N f g B Nω
∈ ∈

∨ = ∨ ∈ = ∩ ∩ = = ∩ ∩  □ 

定理 4. 设K=(U,M,I)是一个背景,N⊆M,K1=(U,N,I∪U×N)是子背景,(A1,B1)是K1 的概念,当且仅当存在 N 决 

定的某个等价类的最大元素(A,B)满足 A1=A,B1=B∩N. 
证明: 
(当):设(A,B)是 N 决定的某个等价类ω的最大元素,令 

A1=g1(B∩N),B1=f1(g1(B∩N)). 

首先 ,由于 B∩N⊆N ,所以(A1,B1)是K1 的概念 ;其次 ,因为(A ,B)是最大元素 ,由引理 3 中的公式(8)得 

知 ,g(B)=g(B∩N); 又 因 g(B)=A, 所 以 A=g(B∩N). 因 B∩N⊆N, 所 以 g(B∩N)=g1(B∩N)=A1, 所 以 A=A1; 最
后,B1=f1(g1(B∩N))=f1(g(B∩N)),而 f1(g(B∩N))=f(g(B∩N))∩N,所以 B1=f(g(B∩N))∩N.再由引理 3 中的公式(8)知
g(B∩N)=g(B),所以 B1=f(g(B))∩N,因(A,B)是概念,所以 f(g(B))=B,所以 B1=B∩N. 

(仅当):设(A1,B1)是K1 的一个概念.令 A=A1,B=f(A1). 

首先,B∩N=f(A1)∩N=f1(A1)=B1;其次,我们证明(A,B)一定是K的一个概念,因为一方面 B=f(A1)=f(A),另一方面 

A=A1=g(B1)=g(f(g(B1))).因 B1⊆N,所以 g(B1)=g1(B1)=A1.因此,A=g(f(g(B1)))=g(f(A1))=g(B),所以(A,B)是一个概念;
最 后 , 证 明 (A,B) 一 定 是 一 个 最 大 元 素 . 因 g(B∩N)=g1(B∩N) 且 B∩N=f(A)∩N=f(A1)∩N=f1(A1)=B1, 所 以

g(D∩N)=g1(B∩N)=g1(B1)=A1=A,f(g(B∩N))=f(A)=B.所以(g(B∩N),f(g(B∩N)))=(A,B),由引理 1 及引理 3 得知,(A,B)
是一个最大元素. □ 

由定理 4 求出 ( )B K 的所有最大元素(A,B),则所有(A,B∩N)就是子背景K1 的所有概念.我们称(A,B)与 

(A,B∩N)互为对应概念. 
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为了在原背景基础上得到子背景K1 中概念的直接父子关系,做出子背景概念格的 Hasse 图,我们还有以下 

定理. 
定理 5. 若 1 1 2 2 1( , ),( , ) ( )C D C D ∈B K ,(C2,D2);(C1,D1),(C1,D1),(C2,D2)在 ( )B K 中对应的概念分别是(A1,B1)及 

(A2,B2),则(A2,B2)是(A1,B1)某个直接父概念所在等价类的最大元素. 
证明:因(A1,B1)及(A2,B2)分别是(C1,D1),(C2,D2)的对应概念,则 A1=C1,A2=C2.由于(C2,D2);(C1,D1),所以 

C2⊃C1.于是 ,A2⊃A1.这样 ,(A2,B2)>(A1,B1),因此有(A1,B1)的直接父概念(A3,B3)满足(A2,B2)≥(A3,B3)>(A1,B1).于是

B2⊆B3,B2∩N⊆B3∩N 及 g(B2∩N)⊇g(B3∩N).此时,或 g(B2∩N)=g(B3∩N),或 g(B2∩N)⊃g(B3∩N). 
我们先证明 g(B2∩N)⊃g(B3∩N)不可能,因为这将有(g(B2∩N),f(g(B2∩N)))>(g(B3∩N),f(g(B3∩N))),而(A2,B2)是

(C2,D2)的对应概念,所以本身就是最大元素,所以由引理 1 及引理 3 得知(A2,B2)=(g(B2∩N),f(g(B2∩N))),于是

(A2,B2)>(g(B3∩N),f(g(B3∩N))).再注意到(A3,B3)>(A1,B1),而(g(B3∩N),f(g(B3∩N)))是(A3,B3)所在等价类的最大元

素,所以, 
(g(B3∩N),f(g(B3∩N)))≥(A3,B3)>(A1,B1). 

这样我们有: 
(A2,B2)>(g(B3∩N),f(g(B3∩N)))≥(A1,B1),(A2,B2∩N)>(g(B3∩N),f(g(B3∩N))∩N)>(A1,B1∩N), 

即: 
(C2,D2)>(g(B3∩N),f(g(B3∩N))∩N)>(C1,D1). 

因(g(B3∩N),f(g(B3∩N)))是最大元素,所以(g(B3∩N),f(g(B3∩N))∩N)是子背景的概念,这与(C2,D2)是(C1, D1)
的直接父概念矛盾,于是只能是 g(B2∩N)=g(B3∩N).由此,显然有 f(g(B2∩N))∩N=f(g(B3∩N))∩N.而由引理 2 得知,
这时 B2∩N=B3∩N,即(A2,B2)与(A3,B3)属于同一个等价类,于是,(A2,B2)就是(A1,B1)的直接父概念(A3,B3)所在等价

类的最大元素. □ 

3   多属性减少的算法 

本文采用自底向上的算法,自顶向下的算法对偶可得. 

我们用D存放子背景的概念,用L存放子背景的概念格 Hasse 图的边,用S存放待处理的那些最大元素. 

子背景零元概念对应的概念显然是原背景的零元概念(g(M),M)所在等价类的最大元素.这个概念是 
(g(M∩N),f(g(M∩N)))=(g(N),f(g(N))). 

例如在例 2 中,子背景零元概念的对应概念是 
(g(acq),f(g(acq)))=(7,acehq). 

我们从原背景这个最大元素(g(N),f(g(N)))开始逐步向上处理. 

若正在处理某个最大元素(A,B),则(A,B∩N)就是子背景的一个概念,送入D,然后考察(A,B)的所有直接父概

念(C,D).显然,(g(D∩N),f(g(D∩N)))是(C,D)所在等价类的最大元素.如果(g(D∩N),f(g(D∩N)))不曾在S中,则加到S 

尾.由于(g(D∩N),f(g(D∩N))∩N)就是(g(D∩N),f(g(D∩N)))对应的子背景的概念,并且根据定理 5 得知,(A,B∩N)的
直接父概念就在由(A,B)的所有直接父概念(C,D)得出的(g(D∩N),f(g(D∩N))∩N)这些概念中.例如在例 2 中,如果

正在处理的最大元素(A,B)是#11 概念(57,cehq),它对应的概念是子背景中的(57,cq),#11 概念有两个直接父概

念:#7 概念(567,eh)及#4 概念(357,c),而#7 概念及#4 概念所在等价类的最大元素分别是#1 概念(12345678,∅)及
#4 概念(357,c),#1 概念及#4 概念对应的子背景的概念是(12345678,∅)及(357,c),于是,子背景的(57,cq)的直接父

概念必在(12345678,∅)及(357,c)之中. 

将(A,B)的所有直接父概念(C,D)得到的的这些(g(D∩N),f(g(D∩N))∩N)送入临时变量P中,并进行“超集吸 

收”,即:在P中若有概念(I,J)的外延 I 是概念(E,F)的外延 E 的超集,则将(I,J)删掉.例如在例 2 中,将(12345678,∅)

及(357,c)送入变量P中,并因(12345678,∅)的外延 12345678 是(357,c)的外延 357 的超集,于是在P中将(12345678, 
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∅)删掉. 

显然,P中存放的将是(A,B∩N)的全部直接父概念.将P中的每个元素(E,F)都分别与(A,B∩N)形成二元组: 

((E,F),(A,B∩N)). 

即是子背景的概念格 Hasse 图的一个边,将其送入L.处理完S的一个元素,再处理下一个元素,最终所有最大

元素都处理完毕时,输出D及(D,L)就是子背景的全部概念及其 Hasse 图. 

具体算法如下: 
算法. 概念格多属性渐减式构造算法. 

输入:背景K=(U,M,I),概念格 ( )B K 及减少的属性集 D; 

输出:子背景K1=(U,N,I∩U×N)的全部概念D及其 Hasse 图(D,L),这里,N=M−D. 

方法: 
1.  N:=M−D 

S:={(g(N),f(g(N)))}, 

D:=∅ 

L:=∅ 

2.  WHILE S≠∅ 

3.    S[0]移到(A,B) 

4.    P:=∅ 

5.    D:=D∪{(A,B∩N)} 

6.    FOR (A,B)的每个直接父概念(C,D) 
7.      P1:=(g(D∩N),f(g(D∩N))) 
8.      P2:=(g(D∩N),f(g(D∩N))∩N) 

9.      IF P1 不曾在S中 THEN 

10.       P1 加到S尾 

11.     END IF 

12.     2: { }P= ∪
D

P P   //这里, ∪
D
是超集吸收的并 

13.   END FOR 

14.   FOR P中的每个元素(E,F) 

15.     L:=L∪{((E,F),(A,B∩N))} 

16.   END FOR 
17. END WHILE 

18. 输出D 

19. 输出(D,L) 

其中,步骤 1 是初始化;步骤 2~步骤 17 的 WHILE 循环是依次处理S中的各个最大元素,其中, 

• 步骤 3 是将S的队首从S移出放入(A,B),即:将外延放入 A,将内涵放入 B; 

• 步骤 4 是将P清空,为收集(A,B)对应的子背景概念(A,B∩N)的直接父概念做准备; 

• 步骤 5 是将(A,B)对应的子背景概念(A,B∩N)送入子背景的概念集合D; 
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• 步骤 6~步骤 13 的 FOR 循环是考察(A,B)的每个直接父概念(C,D),查找(A,B∩N)的直接父概念,其中, 
 步骤 7、步骤 8 是求(C,D)所在等价类的最大元素及其对应的子背景概念(g(D∩N),f(g(D∩N)))

及(g(D∩N),f(g(D∩N))∩N),并分别放入 P1 及 P2; 

 步骤 9~步骤 11 是判定 P1 作为最大元素是否曾在S中,如果不在,则加到S队尾; 

 步骤 12是将 P2按超集吸收原则并入P,记号 ∪
D
表示超集吸收的并,即:求并集时,P中是 P2的超集

的元素都删掉,如果 P2 是P中某个元素的超集,则 P2 删掉.这样,步骤 6~步骤 13 的 FOR 循环结束

时,P中将是(A,B∩N)的全部直接父概念; 

• 于是,在步骤 14~步骤 16 的 FOR 循环中,将它们与(A,B∩N)形成边送入L. 

整个 WHILE 循环结束后,D将是子背景的全部概念,(D,L)将是子背景概念格的 Hasse 图. 

定理 6. 概念格多属性渐减式构造算法的时间复杂度是 O(c×m×u).这里, | ( ) |c = KB 是所有概念的个数, 
u=|U|是对象的个数,m=|M|是属性的个数. 

证明:步骤 2~步骤 17 的 WHILE 循环的次数是原背景最大元素的个数(也即子背景概念的个数),显然小于 
原背景所有概念的个数 | ( ) |B K .步骤 6~步骤 13 的 FOR 循环的次数是(A,B)的直接父概念的个数,按文献[20], 
该数小于|B|,显然,最不利的情况是小于|M|.在此循环中,计算 P1 需要|D∩N|次交运算及|g(D∩N)|次交运算,显然, 

最不利的情况是小于|M|+|U|,在 P1 基础上计算 P2 需要 1 次交运算.步骤 12 在求并运算的同时还要做|P|次子集

隶属关系的判定,|P|小于(A,B)的直接父概念的个数,显然,最不利的情况是小于|M|.同理,步骤 14~步骤 16 的 

FOR 循环的次数最不利的情况是小于|M|,于是,整个算法的运算次数是 
(| ( ) | (| | (| | | | | |) | |))O M M U M M× × + + +KB . 

由于在实际问题中总是|M|<|U|,所以: 
O(|M|+|U|+|M|)=O(|U|). 

于是, 
O(|M|×(|M|+|U|+|M|))=O(|M|×|U|),O(|M|×(|M|+|U|+|M|)+|M|)=O(|M|×|U|). 

这样,整个算法的时间复杂度是 
 (| ( ) | | | | |) ( ).O M U O c m u× × = × ×B K  □ 

4   验  证 

我们以例 1 中的背景K及 D=bdeh 来对算法 1 进行验证. 

初始化 

N=M−D=acq,S={(7,acehq)},即,S={#12},D=∅,L=∅ 

WHILE S≠∅ 

#12 概念 

(A,B)=(7,acehq),(S=∅),P=∅,D={(7,acq)} 

FOR #12 的每个直接父概念 
#10 概念 

P1=(12467,a),P2=(12467,a),S={(12467,a)}即S={#2},P={(12467,a)} 

#11 概念 

P1=(57,cehq),P2=(57,cq),S={(12467,a),(57,cehq)},即,S={#2,#11},P={(12467,a),(57,cq)} 

ENDFOR 
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FOR P中的每个元素(E,F): 

L={((12467,a),(7,acq)),((57,cq),(7,acq))}. 

ENDFOR 
#2 概念 

(A,B)=(12467,a),(S={(57,cehq)}),即,(S={#11}),P=∅,D={(7,acq),(12467,a)} 

FOR #2 的每个直接父概念 
#1 概念 

P1=(12345678,∅),P2=(12345678,∅),S={(57,cehq),(12345678,∅)}即S={#11,#1} 

P={(12345678,∅)} 

ENDFOR 

FOR P中的每个元素(E,F): 

L={((12467,a),(7,acq)),((57,cq),(7,acq)),((12345678,∅),(12467,a))}. 

ENDFOR 
#11 概念 

(A,B)=(57,cehq),(S={(12345678,∅)}),即,(S={#1}),P=∅,D={(7,acq),(12467,a),(57,cq)} 

FOR #11 的每个直接父概念 
#7 概念 

P1=(12345678,∅),P2=(12345678,∅),S={(12345678,∅)}即S={#1},P={(12345678,∅)} 

#4 概念 

P1=(357,c),P2=(357,c),S={(12345678,∅),(357,c)}即S={#1,#4},P={(357,c)}  //超级吸收 

ENDFOR 

FOR P中的每个元素(E,F): 

L={((12467,a),(7,acq)),((57,cq),(7,acq)),((12345678,∅),(12467,a)),((357,c),(57,cq))}. 

ENDFOR 
#1 概念 

(A,B)=(12345678,∅),(S={(357,c)}),即,(S={#4}),P=∅, 

D={(7,acq),(12467,a),(57,cq),(12345678,∅)}. 

FOR #1 的每个直接父概念 

无,P1=nil,P2=nil,S={(357,c)},即,S={#4},P=∅ 

ENDFOR 

FOR P中的每个元素(E,F): 

L={((12467,a),(7,acq)),((57,cq),(7,acq)),((12345678,∅),(12467,a)),((357,c),(57,cq))}. 

ENDFOR 
#4 概念 

(A,B)=(357,c),(S=∅),P=∅,D={(7,acq),(12467,a),(57,cq),(12345678,∅),(357,c)} 

FOR #4 的每个直接父概念 
#1 概念 
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P1=(12345678,∅),P2=(12345678,∅),S=∅,P={(12345678,∅)} 

ENDFOR 

FOR P中的每个元素(E,F): 

L={((12467,a),(7,acq)),((57,cq),(7,acq)),((12345678,∅),(12467,a)),((357,c),(57,cq)),((12345678,∅),(357,c))}. 

ENDFOR 
ENDWHILE 

我们看到:最终的结果D及L与例 2 中的子背景直接求得的概念及概念格完全一致,而且删除了 3 个属性算 

法也只需执行一次. 

5   后  记 

在减少属性 m 的渐减式构造算法中,对于原背景的概念(A,B)曾定义[20]: 
(1) 若 m∉B,则称该概念为保留概念; 
(2) 若 m∈B,但 B−{m}不再是任何概念的内涵,则称该概念为更新概念; 
(3) 若 m∈B,而 B−{m}是某个概念(C,D)的内涵,则称该概念为删除概念,称(C,D)为该概念的删除基. 
这 3 个定义可根据以下原理转化为另一种等价形式.由于 B−{m}⊆f(g(B−{m}))⊆f(g(B)),而 f(g(B))=B,所以

B−{m}⊆f(g(B−{m}))⊆B,但 B−{m}与 B 最多只差一个元素,所以,或: 
 f(g(B−{m}))=B−{m} (11) 
或: 
 f(g(B−{m}))=B (12) 

对于以上定义的第 2 种情况,即更新概念的情况,公式(11)将不成立,因为 f(g(B−{m}))=B−{m}意味着 B−{m}
是内涵,与 B−{m}不再是任何概念的内涵矛盾,所以这时只能是公式(12)f(g(B−{m}))=B 成立,于是这时: 

g(B−{m})=g(f(g(B−{m})))=g(B)=A. 
对于以上定义的第 3 种情况 ,即删除概念的情况 ,显然 ,公式 (11)f(g(B−{m}))=B−{m}成立 ,即 ,这时

D=B−{m}=f(g(B−{m}))及 C=g(B−{m}).而且公式(12)f(g(B−{m}))=B 将不成立,但 f(A)=B,所以 g(B−{m})≠A.这样,
前面的 3 种情况等价于: 

(1) 若 m∉B,则称该概念为保留概念; 
(2) 若 m∈B,但 g(B−{m})=A,则称该概念为更新概念; 
(3) 若 m∈B,而 g(B−{m})≠A,则称该概念为删除概念,且删除基为(g(B−{m}),f(g(B−{m}))). 
与减少一个属性 m 对照,我们这里减少的是多个属性,即,减少的是一个属性集合 D. 
于是,m∉B 对应 D∩B=∅,g(B−{m})=A 对应 g(B−D)=A.若令 N=M−D,则对应 g(B∩N)=A. 
于是,与这 3 个等价定义对照,在这里是对于原背景的一个概念(A,B): 
(1) 保留概念是 D∩B=∅(或 B⊆N); 

(2) 更新概念是 D∩B≠∅(或 B{N),但 g(B∩N)=A; 

(3) 删除概念是 D∩B≠∅(或 B{N),且 g(B∩N)≠A,且删除基为(g(B∩N),f(g(B∩N))). 

另外,对于第 1 种情况,显然 g(B∩N)=g(B),于是也有 g(B∩N)=A.这样,对于第 1 种、第 2 种这两种情况都有

A=g(B∩N),进而 B=f(g(B∩N)).这样,(A,B)=(g(B∩N),f(g(B∩N))).于是,由定理 4 知,(A,B)是最大元素.所以,我们这里 

的最大元素是保留概念及更新概念,B⊆N 时是保留概念,B{N 时是更新概念,不是最大元素的概念都是删除概 

念.另外,由定理 4 得知,删除基就是删除概念所在等价类的最大元素. 

例如,对于例 1 中的K及 N,概念格如图 1 所示,概念格的等价类如图 2 所示,最大元素如图 4 所示.其中,#1, 

#2,#4 是保留概念,#11,#12 概念是更新概念,其他概念都是删除概念.#5,#6,#8,#9,#10 的删除基是#2 概念,#3,#7
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的删除基是#1 概念,#13 的删除基是#12 概念. 
减少一个属性时,一个删除基只有一个删除概念;减少多个属性时,一个删除基有多个删除概念.即:每个等

价类中最大元素是删除基,其他众多元素都是删除概念.例如,例 2 中的删除基#2 概念有多达 5 个删除概念:#5, 
#6,#8,#9,#10.这样,减少多个属性时比减少一个属性时的删除概念要多许多.由于要删除的概念多,所以不宜采

用逐个删除概念、逐个删除 Hasse 图边的方法.我们这里是采用在原概念格的基础上获取各个最大元素(其对应 

概念存入D),并进而获取 Hasse 图边(存入L)的方法,大大缩小了对原背景概念的考察范围.例如,用本文的算法

求例 2 中的子背景的概念格时,#5,#6,#8,#9 概念以及#3 概念都不会被涉及、不会被考察,并且因它们没被送入D

而自动被删除;同样,很多 Hasse 图的边因不会被送入L而自动被删除.由于在这种算法中只需要区分最大元素 

及非最大元素,而区分保留概念、更新概念、删除概念的意义不太大,所以在本文算法中没做这方面的区分.本
文给出的概念格多属性渐减式构造算法与文献[20]中的概念格减少单属性渐减式构造算法具有相同的时间复

杂度,然而减少多个属性时,文献[20]的算法需要执行多次,本文算法只需执行一次. 
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