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摘  要: 对多分支单变量循环程序的终止性问题进行了研究.证明了在适定的条件下,该类循环程序不可终止性

的充分必要条件是迭代映射在循环条件形成的区域中有不动点.特别地,当这类循环程序是多项式循环程序时,在给

定条件下,其在实数域上的终止性问题是可判定的. 
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Abstract:  Termination of multipath loop programs with one variable is analyzed in this paper. It demonstrates that under proper 
conditions, this kind of loops is non-terminate if and only if there exist fixed points. Especially, if the class of programs are polynomial, 
then under proper conditions, the termination of the programs is decidable over the reals. 
Key words:  trusted computing; multipath loop program; termination analysis 

随着信息技术的迅猛发展,嵌入式系统在人类生活中发挥着越来越大的作用,而作为嵌入式系统灵魂的嵌

入式软件在其中所占有的比重也越来越大.因此,嵌入式软件的可靠性将变得更加重要.诸如航空、航天、军事、

交通、医疗等关键应用领域都对嵌入式系统的可靠性和安全性要求非常高,任何错误的发生都可能带来灾难性

后果.这些系统被称为攸关安全系统. 
嵌入式系统具有 3 个重要属性:可达性、终止性、不变式.可达性是指一个系统能否从一个给定状态到达

另一个可接受状态,某些混成系统的可达性被证明是能用计算机代数工具来检验的;不变式则是系统变量在循

环迭代时永远保持的特性;而终止性是研究系统中是否会发生死循环.不包括终止性分析的验证被称为程序的

部分正确性证明[1],因此,程序的终止性分析是确保程序完全正确性的必要基础. 
尽管程序的终止性问题早已被证明是不可判定的[2],但对其进行研究不仅具有理论意义,更具有实际意义.

当前,国际上主要通过合成秩函数来进行循环终止性分析.当程序的秩函数被找到时,则表明程序是可终止的.
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利用多面体理论和整数规划等代数方法,国外科学家在线性秩函数的合成方面取得了大量成果[3−7].此外,我国

科学家杨路、夏壁灿、詹乃军和周巢尘等人将秩函数和不变式的计算归约为半代数系统的求解,并运用实代数

工具 DISCOVERER 提出了(非线性)多项式型不变式和秩函数生成的方法[1,8,9].不同于文献[10]中的方法,他们

的方法能够精确判定循环程序是否有给定模板的秩函数或不变式.合成秩函数是验证循环程序终止性的一条

重要途径,但是秩函数的存在是循环可终止的充分而非必要条件.即,可以构造一个循环程序,它是可终止的,但
并没有秩函数.由此证明循环程序终止性的另一途径就是避开秩函数的合成.而采用数学方法严格证明某类或

某些类循环程序的终止性是可判定的,并建立相对完备的判定算法.从可判定的角度进行终止性研究的结果甚

少.2004 年,Tiwari 在文献[11]中首次证明了下列循环程序在实数域上的终止性是可判定的: 
Q1 While BX >0 do 

{X:=AX } 
这里,A,B∈Rn×n,X∈Rn 相似的结论被 Braveman[12]推广到整数环上.此外,为避免 Jordan 标准型的浮点计算,文献

[13]中提出了精确的符号计算方法对程序进行终止性判定.2010 年,文献[14]对程序的终止性进行了分析,证明

了当程序满足给定的 NZM(non-zero minimum)条件时的终止性是可判定的: 
Q2 While P(X )>0 do 

{X :=AX } 
其中,P(X )为(非线性)多项式.从可判定的角度,目前的研究多集中于单重循环程序的终止性分析,而针对带多分

支语句的循环终止性分析结果甚少.2005 年,Bradley 等人[15]研究了一类多分支多项式循环程序的终止性问题.
他们的方法极大地依赖于循环程序中表达式的有限差分树结构,并建立了不完备的判定方法.但大多数循环程

序并没有有限差分树结构,因而限制了该方法的使用. 
本文中,我们对一类带多个分支的单变量循环程序的终止性问题进行了分析.证明了当满足所给定的条件

时,这类循环不可终止的充分必要条件为迭代映射在循环条件形成的区域中有不动点.倘若我们将这类循环中

的表达式都限定为多项式表达式(这类循环称为多分支单变量多项式循环程序),那么在满足给定条件下,根据

由 Tarski 提出的一阶多项式公式的真伪是可判定的这一结论可知,这类多分支单变量多项式循环程序在实数

域上的终止性问题是可判定的.针对多分支单变量多项式循环程序,文中定理给定的条件非常容易借助实代数

工具 QEPCAD 和 DISCOVERER 去验证.不同于 Bradley 等人的方法,本文呈现的方法并不需要循环程序具有有

限差分树的结构. 

1   主要结果 

下文中,我们称由迭代函数 F 和循环条件形成的区域 I 所构成的循环程序 P(F,I)在实数域\是不可终止的,

如果存在一点 x0∈\,使得 0 0{ ( )}i
iF x I+∞
= ⊆ .这里,Fi=FDFD…DF 表示函数的复合.如果那样的 x0 不存在,则称循环 

P(F,I)在实数域上可终止. 
定理 1. 令 f :R6R 为一维连续映射.I 为一闭区间.循环程序 

P1 While x∈I do 
{x:=f(x)} 

是不可终止的充分必要条件为迭代映射 f 在闭区间 I 上有不动点. 
证明:充分性.如果 f 在 I 上有不动点,则程序 P1 显然不可终止. 
必要性.若 f 在 I 上没有不动点,则由函数的连续性可知:必存在正数 c>0,使得对任意的 x∈I,有 f(x)−x≥c>0;

或者,必存在正数 c>0,使得对任意的 x∈I,f(x)−x≤−c<0.下面我们将分两种情况证明程序 P1 必然终止. 
(1) 存在正数 c>0,使得对任意的 x∈I,有 f(x)−x≥c>0.任取一点 x0∈I,由 x0将产生一无穷迭代序列: 0 0{ ( )} .n

nf x ∞
=  

下面将证明必存在一正整数 k,使得迭代序列中的点 f k(x0)∉I.假设这样的 k 不存在,那么有 0 0{ ( )} ;n
nf x I∞

= ⊆  

又因为存在正数 c>0,使得对任意的 x∈I,f (x)−x≥c>0,则有: 
x0≤f (x0)−c≤f 2(x0)−2c≤…. 
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因此,在有限步后,迭代序列 0 0{ ( )}n
nf x ∞

= 中的点将跳出区间 I.假设不成立,这样的 k 必然存在,即,在情形(1) 

中,程序 P1 必然可终止. 
(2) 存在正数 c>0,使得对任意的 x∈I,有 f (x)−x≤−c<0.类似于情形(1)的分析,同理可证明:对任意的 x0∈I,必

存在正整数 k,使得 f k(x0)∉I.即,程序 P1 在 I 上可终止.综上所述,f 在 I 上没有不动点时,程序 P1 可终止. □ 
记循环程序: 
 

 
 

 
 
 
 

 
这里,fi:R6R 为一维连续映射.令 

1 1

2 2

( ),
( ),

( ) .

( ),n n

f x x I
f x x I

F x

f x x I

∈⎧
⎪ ∈⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈⎩

#
 

令
1

n
ii

I I
=

=∪ 为一闭区间,且 Ii∩Ij=∅(∀i≠j).根据上述记号,程序 P2 可被重写为 

P2 While x∈I do 
{x:=F(x)} 

定理 2. 记号同上.记 ,
iI ID D 分别为区间 I,Ii 的端点集合.令

1
\

i

no
I Ii

D D D
=

=∪ .如果满足以下条件,那么,程序 

P2 是不可终止的的充分必要条件为迭代映射 F 在闭区间 I 上有不动点: 
(1) 存在正数δ >0,使得对任意的 x∈I 都有: ( ) ( , ).oe D

F x O e δ
∈

∈/ ∪  

(2) 存在\上的连续函数 T(x),使得下列分段函数: 

 

1 1

2 2

( ) ( ),
( ) ( ),

( )

( ) ( ),n n

T f x T x x I
T f x T x x I

G x T F T

T f x T x x I

− ∈⎧
⎪ − ∈⎪= − = ⎨
⎪
⎪ − ∈⎩

D
D

D
#
D

 (1) 

  在闭区间 I 上连续,且满足(3). 
(3) 对任意的 x∈I,有 G(x)=0⇒F(x)−x=0(即,对任意的 x∈Ii,有 TDfi(x)−T(x)=0⇒fi(x)−x=0,i=1,2,…,n). 

证明:充分性.若 F 在 I 上有不动点,则程序 P2 不可终止. 

必要性.若程序 P2 不可终止,必存在无穷迭代序列Δ={x0,F(x0),F 2(x0),…}⊆I.令 0 0( ) { ( ( ))} .i
iT T F xΔ ∞
== 因为 T

连续,故数列 T(Δ)有界,记其上、下确界分别为 ,T T⊥ .分两种情形: 

(A) 若 T⊥∈T(Δ),则必存在 0( ) \ ( , ),o
t

t e D
x F x I O eΔ δ

∈
= ∈ ⊆ ∪ 有 T(xt)=T⊥∈T(Δ).令 x⊥=xt.故存在 x⊥∈Δ,有: 

T(F(x⊥))≤T(x⊥). 
(B) 若 T⊥∉T(Δ),则由确界性质可知:必存在子列 0 0{ ( ( ))}kn

kT F x ∞
= 收敛于 T⊥,也即 0lim ( ) .kn

k T F x T→+∞ ⊥=D 又 

因为数列 0 0{ ( )}kn
kF x I∞

= ⊆ 有界,故必有收敛子列 0 0{ ( )}kvn
vF x ∞

= .即 

0lim ( )kvn

v
F x x∗

→+∞
= . 

因为由题设可知:存在正数δ >0,使得对任意的 x∈I 都有 ( ) ( , ),oe D
F x O e δ

∈
∈/ ∪ 故 \ ( , ).oe D

x I O e δ∗
∈

∈ ∪ 由 

P2 While x∈I do 
{ 

if x∈I1 then x:=f1(x) 
else if x∈I2 then x:=f2(x) 
… 
else if x∈In−1 then x:=fn−1(x) 
else x:=fn(x) 

} 
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T 的连续性可知: 

0lim ( ) lim ( );k kv vn n

v v
T F x T F T x∗

→+∞ →+∞
= =D  

且因为 0 0{ ( )}kvn
vT F x ∞

=D 为收敛数列 0 0{ ( ( ))}kn
kT F x ∞

= 的子列,故有 T(x*)=T⊥.令 \ ( , ).oe D
x x I O e δ∗

⊥ ∈
= ∈ ∪  

因为 T⊥为 T(Δ)的上确界,故对任意的 n,有 TDF n(x0)≤T⊥=T(x⊥).因此有: 

 1
0 0( ) ( ) ( )k kv vn nT F x T F F x T T x+

⊥ ⊥= < =D D D  (2) 

因为 F 在 \ ( , )oe D
I O e δ

∈∪ 上连续,故, 

0 0 0lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( ).k k kv v vn n n

v v v
T F F x T F F x T F F x T F x T F x∗

⊥→+∞ →+∞ →+∞
= = = =D D D D D D  

因此,对公式(2)两边取极限,有 TDF(x⊥)≤T(x⊥). 

综上所述,无论情形(A)或情形(B),均可得到一点 \ ( , ),oe D
x I O e δ⊥ ∈

∈ ∪ 使得 TDF(x⊥)≤T(x⊥). 

同理,对下确界 T ,采用完全类似的分析可知,必存在一点 \ ( , )oe D
x I O e δ

∈
∈ ∪ ,使得 ( ) ( ).T F x T xD ≥  

又因为由题设中的条件(2)可知:函数 G(x)=TF(x)−T(x)在 I上连续,且 TDF(x⊥)≤T(x⊥), ( ) ( )T F x T xD ≥ ,故必 
存在 ˆ ,x I∈ 使得 ˆ( ) 0.G x = 根据题设中的条件(3)可知,必有 ˆ ˆ( ) .F x x= 故, x̂ 为 F 在 I 上不动点. □ 

注:因为迭代函数 F 在闭区间上是不连续的,而题设条件(2)中辅助函数 T(x)的引入便于构造闭区间上的连

续函数.要检验定理中的条件(2)是否成立,即检验函数 G(x)是否为 I 上的连续函数,仅需验证 G(x)在相邻两个区

间端点的函数值是否相等.比如,假设两个相邻区间为 Ij=(aj,bj),Ij+1=[aj+1,bj+1],bj=aj+1.G(x)要在 I 上连续,必须满足

G(bj)=G(aj+1).辅助函数 T(x)的构建是关键.在实际的计算中,我们无法事先知道辅助函数 T 的具体表达式.为了

计算出 T,我们需要先给出 T 的一个参系数模板(为了便于计算,文中我们选用了多项式模板).然后,通过工具

DISCOVERER 和 QEPCAD,我们得到了参系数的取值范围φ (a,b,…)(这里,a,b,…为模板中的参系数).φ (a,b,…)
是一个由多项式等式或不等式构成的半代数系统 .如果这个系统φ (a,b,…)非空 ,即 ,存在 a,b,…的某个取值

a*,b*,…满足φ (a,b,…),则满足题设的函数 T 被构造出来;否则,若φ (a,b,…)为空,则我们需要修改 T 的模板再重新

计算.因此,若系统φ (a,b,…)非空,则 T 的选择是很多的,甚至是无穷多种选择. 
定理 2 的结论可以推广到更加一般的情形.首先给出一些记号. 

令 1̂
ˆ,..., nI I 为 n 个闭区间, îF 为定义在闭区间 îI 上的函数.这里, ˆ { , }i i iF f F∈ 且 fi,Fi分别型如程序 P1,P2中的迭

代映射.若 ˆ ,i iF f� 则表明 îF 为闭区间 îI 上一个连续函数;若 ˆ ,i iF F� 则表明 îF 为闭区间 îI 上一个逐段连续函数. 

令 [1, ] {1,2,..., },n n= 根据定义的不同类型的迭代函数,n 个闭区间可被分为两类: 

1 2
ˆ ˆ{ [1, ] : }, { [1, ] : }.i i i ii n F f i n F FΛ Λ= ∈ = ∈� �  

对任意的 i∈Λ2,记 1
ˆ ,ik
i ijj

I I
=

=∪ 且对任意的 j,j′=1,...,ki,有 Iij∩Iij′=∅.同时,对任意的 i∈Λ2,记 ˆ ,
iji IID D 分别为区

间 ˆ ,i ijI I 的端点集合.令 ˆ 21
\ , ,i

ij i

ko
i I Ij

D D D i Λ
=

= ∈∪ 令 xL,xR 分别为闭区间 1̂
ˆ,..., nI I 中最小的左端点和最大的右端点,

且令 ˆ [ , ].L RI x x= 显然,
1

ˆ ˆ.n
ii

I I
=

⊆∪ 同时,令
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .n
i i i j ii

I I I I I I
=

′ ′ ′ ′⊆ ∩ = ∅ =∪  

令 

 3 1
ˆ  

ˆ{ : ( )}

n
ii

x I

x F x
=

∈

=

While do∪P
  

这里, 

1 1

2 2

ˆ ˆ( ),
ˆ ˆ( ),ˆ ( ) .

ˆ ˆ( ),n n

F x x I

F x x IF x

F x x I

⎧ ∈
⎪

∈⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈⎩

#
 

定理 3. 记号同上.如果满足以下条件,那么,程序 P3 是不可终止的的充分必要条件为迭代映射 F̂ 在
1

ˆn
ii

I
=∪  

上有不动点: 
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(1) 存在正数δ >0,使得对任意的
1

ˆ ,n
ii

x I
=

∈∪ 都有:
2

( )
ˆ ( ) ( ).o

ii
e D

F x O e
Λ

δ
∈

∈
∈ ,/ ∪∪  

(2) 存在\上的连续函数 T(x),使得下列分段函数: 

 

1 1

2 2

ˆ ˆ( ) ( ),
ˆ ˆ( ) ( ),ˆ( )

ˆ ˆ( ) ( ),n n

T F x T x x I

T F x T x x IG x T F T

T F x T x x I

⎧ ′− ∈
⎪

′− ∈⎪= − = ⎨
⎪
⎪ ′− ∈⎩

D

DD
#

D

 (3) 

  在闭区间 Î 上连续,即,对任意的 i, ˆ( ( )) ( )iT F x T x− 在区间 îI ′ 上连续;且对任意两个相邻区间 1
ˆ ˆ, ,i iI I +′ ′  

  ˆ( ( )) ( )iT F x T x− 在区间 îI ′ 右端点的函数值等于 1
ˆ( ( )) ( )iT F x T x+ − 在区间 1îI +′ 左端点的函数值.且满足: 

(3) 任意的
1

ˆn
ii

x I
=

′∈∪ ,有 ˆ( ) 0 ( ) 0G x F x x= ⇒ − = .即,对任意的 ˆ ,ix I∈ 有: 
ˆ ˆ( ) ( ) 0 ( ) 0,i iT F x T x F x x− = ⇒ − =D  i=1,2,…,n. 

(4) G(x)在
1

ˆ ˆ\ n
ii

I I
=∪ 上没有零点. 

证明:这个证明非常类似于定理 2 的证明.若 F̂ 在
1

ˆn
ii

I
=∪ 上有不动点,则程序 P3 显然不可终止.假设程序 P3

不可终止,类似于定理 3 中的证明,题设中的条件(1)、条件(2)保证了在
1

ˆn
ii

I
=∪ 中必然存在两点 ,x x⊥ ,使得: 

( ) 0,  ( ) 0.G x G x⊥≥ ≤  

因此,根据 G 在 Î 上的连续性可知:必在 Î 上存在一点 ˆˆ ,x I∈ 有 ˆ( ) 0.G x =  

根据题设中的条件(4)可知,
1

ˆˆ .n
ii

x I
=

∈∪ 再根据条件(3),即得 ˆ ˆ ˆ( ) .F x x=  □ 

定理 1~定理 3将一类多分支单变量循环程序在实数域上的终止性问题等价地规约为判定其赋值函数在循

环条件中的区间上是否有实的不动点的问题.这里,各定理中的赋值函数仅要求连续即可.因此,连续赋值函数

表达式的复杂多样性导致不动点的计算变得困难.但是,倘若我们将赋值函数限定为多项式,则区间上不动点是

否存在的判定问题等价于一个半代数系统有无实数解的判定问题.后者可以用一阶多项式公式来描述,进而根

据 Tarski 的结论可知该问题是可判定的.同时,既然循环中所有表达式均为多项式的,那么定理中各题设条件的

验证问题均可等价转换为半代数系统有无实解的问题.由上述分析可知,后者是可判定的.因此,由上述分析,我
们有以下显然的结论: 

定理 4. 在满足定理 1~定理 3 的题设条件下,型如 P1,P2,P3 的多分支单变量多项式循环程序在实数域上的

终止性是可判定的. 
下面,我们给出几个具体的多项式循环程序来阐述本文的方法. 

2   实  例 

例 1:考虑下列循环的终止性: 
 
 

迭代函数 f 在循环条件[−3,1]上没有不动点,由定理 1 可知,该循环必然终止.既然定理 1 中仅需要迭代函数

为连续函数,那么定理 1 对下列循环仍然适用: 
例 2:考虑下列循环的终止性: 

 
 
 
 
 

While −3≤x≤5 do 
{ 

if −5≤x<0 then x:=−4x+2 
else if 0≤x≤1 then x:=2x3+2 
else if 1<x<3 then x:=x2+3x 

While −3≤x≤1 do 
{x:=11x6+41x5+2x4−7x3−21x2+15x−71} 
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不难验证,相邻两端段函数在间断点处的函数值均相等,故迭代函数在区间[−5,5]连续.迭代函数在循环条

件[−5,5]上没有不动点,由定理 1 可知,该循环必然终止. 
例 3:考虑下列循环的终止性: 

 
 
 
 
 

令 f1=−x2−1,f2=2x2+x+1.显然,−1=f1(0)≠f2(0)=1.故迭代函数在 x=0 处不连续,因此定理 1 对该循环不再适用.
我们将利用定理 2 对该循环的终止性进行判定.根据定理 2 的题设,需要首先验证 3 个条件是否满足.记循环条

件围成的闭区间为 I=[−2,2],两分支条件确定的区间分别为 I1=(0,2),I2=[−2,0].那么由定义可得: 

1 2 1 2
{ 2,2}, {0,2}, {0, 2}, ( ) \ {0}.o

I I I I I ID D D D D D D= − = = − = ∪ =  

令 
2

1 1
2

2 2

( ) 1,        
( ) .

( ) 2 1,  
f x x x I

F x
f x x x x I

⎧ = − − ∈⎪= ⎨
= + + ∈⎪⎩

 

首先验证定理 2 中的条件(1)是否满足,这等价于判定下列量词公式是否成立: 
∃δ ∀x((x∈I∧δ >0)⇒(F(x)≥δ ∨F(x)≤−δ )). 

通过工具 QEPCAD 可以判定上述公式成立.由此可知:对任意的 x∈I,F(x)都不会位于间断点 x=0 的某一δ
邻域内.即,定理 2 中条件(1)得到满足. 

其次,为验证该循环是否满足定理 2 中条件(2)、条件(3),构造\上的连续函数 T(x).令 T(x)=ax2+bx,a,b∈\为 

参数.根据定理 2中的公式(1),可构造函数 G(x).为保证 G(x)在区间 I内连续,只需使得 G(x)在 I内唯一间断点 x=0
处连续,即,需要满足: 

 T◦f1(0)−T(0)=T◦f2(0)−T(0) (4) 
根据公式(4),可得参数约束 b=0.即,当且仅当 b=0 时,公式(4)成立.同时,为验证定理 2 中的条件(3)是否被满

足,等价于验证下列系统无解: 
 x2−4≤0∧G(x)=0∧F(x)−x≠0 (5) 

利用实代数工具 DISCOVERER 中的命令求解公式(5),即, 

• tofind([T◦f1(x)−T(x)],[2−x],[x],[f1(x)−x],[x],[a,b],0); 

• tofind([T◦f2(x)−T(x)],[x+2,−x],[⋅],[f2(x)−x],[x],[a,b],0). 
得到如下参数 a,b 的约束: 

 (3a−b)(3a−4b)>0∧(a+2b)(5a+b)>0 (6) 
结合前面得到的约束 b=0,求解所有参数约束可得到 a=1,b=0.故定理 2 题设中的连续函数 T(x)存在. 
综上所述,定理 2 中的 3 个条件都满足,根据定理 2,该循环不可终止的充要条件是迭代函数 F 在 I 上有不动

点.经过计算,迭代函数 F 在 I 上没有不动点,故该循环可终止. 
例 4:考虑下列循环的终止性: 

 
 
 
 
 
 

While x2≤4 do 
{ 

if 0<x≤2 then x:=−x2−1 
else x:=2x2+x+1 

} 

else x:=7x−3 
} 

While −2≤x≤−1∨1≤x≤2 do 
{ 

if −2≤x≤−1 then x:=−2x2−4x+1 

else 211: 9
5

x x x= − + +  

} 
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该循环条件由两个闭区间构成,故定理 1、定理 2 均不适用. 

根据定理 3 中的记号,令 1 2
ˆ ˆ ˆ[ 2, 1], [1,2], [ 2,2]I I I= − − = = − ,记: 

2
1 1 1

2
2 2 2

ˆ ˆ( ) 2 4 1,    
ˆ ( ) .11ˆ ˆ( ) 9,  

5

F f x x x x I
F x

F f x x x x I

⎧ = − − + ∈
⎪= ⎨

= − + + ∈⎪⎩

�

�
 

下面验证定理 3 中的条件是否被满足. 
首先,既然Λ2=∅,那么定理 3 中的条件(1)自然成立. 
其次,构造连续函数 T(x)=ax2+bx,并由此构建型如公式(3)的连续函数 G(x). 

取 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ[ 2,0], (0,2],I I I I′ ′ ′ ′= − = ∩ = ∅ ,显然有 1 1 2 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .I I I I I I I′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ∪ =  

因此,G(x)要在 Î 上连续,必须满足 1 2
ˆ ˆ(0) (0) (0) (0).T F T T F T− = −D D 由此得到参数约束: 

 b=−10a (7) 
当公式(7)成立时,定理 3 中的条件(2)得到满足.为了满足定理 3 中的条件(3),等价于下列系统无实数解: 

 −2≤x≤−1∧T◦f1(x)−T(x)=0∧f1(x)−x≠0 (8) 

 1≤x≤2∧T◦f2(x)−T(x)=0∧f2(x)−x≠0 (9) 
调用 tofind 命令,可以得到参数约束: 

 (a−b)(2a+b)<0∧(44a+5b)(21a+5b)>0 (10) 

令
2

1
ˆ ˆ\ ( 1,1).ii
I I

=
= −∪ 最后,要满足定理 3 中的条件(4),等价于下列系统无实数解: 

 −1<x≤0∧T◦f1(x)−T(x)=0 (11) 

 0<x<1∧T◦f2(x)−T(x)=0 (12) 
调用 tofind 命令,可以得到参数约束: 

 (a+b)(17a+8b)>0∧(44a+5b)(104a+11b)>0 (13) 
根据参数约束(7)、参数约束(10)和参数约束(13),可得到 a=1,b=−10.因此,存在连续函数 T(x)=x2−10x,满足

定理 3 的所有条件.故根据定理 3,仅需计算其不动点是否在循环条件中来判定该循环的终止性.通过计算得知, 

F̂ 在 1 2
ˆ ˆI I∪ 上没有不动点,故该循环可终止. 

3   结  论 

尽管循环程序的终止性问题被证明是不可判定的,但寻找可判定的程序子类并建立相应的判定算法具有

重要的实际意义.本文对一类单变量多分支 while 循环程序的终止性问题进行了研究,证明了在给定条件下,这
类循环程序不可终止的充要条件是迭代函数在循环条件形成的区域中有不动点.特别地,当这类循环程序为多

项式循环程序时,证明了在适定条件下,该类多项式循环程序在实数域上的终止性问题是可判定的.本文方法的

特点是:针对这类多分支单变量多项式循环程序,各个定理中的条件易于判定,即,容易通过实代数工具去验证

定理中的条件是否成立;其次,判定不动点是否落入到循环条件形成的区域中的问题也可以转换为半代数系统

求解,后者同样容易通过实代数工具进行判定. 

致谢  感谢上海高可信计算重点实验室对本文工作的支持. 
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