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Abstract:  Rough sets proposed by professor Pawlak in 1982 is an important tool to process the uncertainty of a 
set’s boundary, and it describes the uncertainty of set X (or concept) with two crisp boundaries that are upper- 
approximation set and lower-approximation set of X. However, a rough set does not give out the method for 
precisely, or approximately describe the uncertain set X (or concept) with existing knowledge base. In this paper, the 
similaritybetween two sets is proposed at first, the disadvantages of using upper-approximation set ( )R X  or 
lower- approximation set ( )R X  as an approximation set of the uncertain set X (or concept) are analyzed, and then 
amethod for building an approximation set of the uncertain set X is presented, the conclusion that the set R0.5(X) is 
the optimal approximation set is proved. Finally, the changing regularities of similarity between R0.5(X) and X with 
the change of knowledge granulatity in knowledge space are disscussed in detail. From the new viewpoint, this 
paper presents a new method for building an approximation set of the uncertain set X, and it will promote the 
development of rough set model. 
Key words: rough set; approximation set; granular computing; knowledge space; similarity 

摘  要: 粗糙集是 1982 年由 Pawlak 教授提出的解决集合边界不确定的重要方法,它通过两个精确的上、下近似

集作为边界线来刻画目标集合(概念)X 的不确定性,但它没有给出如何用已知的知识基(知识粒)来精确或近似地描 
述边界不确定的目标集合(概念)X 的方法.首先给出了集合之间的相似度概念,然后分析了分别用上近似集 ( )R X 和

下近似集 ( )R X 作为目标集合(概念)X 近似描述的不足,提出了在已有知识基(粒)空间下寻找目标集合(概念)X 的近 
似集的方法,并分析了用 R0.5(X)作为 X(概念)的近似集的优越性.最后讨论了不同知识粒度空间下 R0.5(X)与 X 的相似

度随知识粒度的变化关系.从新的角度提出了目标集合(概念)X 近似集的构造方法,促进了粗糙集模型的发展. 
关键词: 粗糙集;近似集;粒计算;知识空间;相似度 
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中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

进入 21 世纪以来,不确定性问题的研究工作受到越来越多的关注[1].如何对不确定性信息和数据进行更加

有效的处理,从而发现不确定性信息中蕴涵的知识和规律,是一个重要的研究课题[2],不确定性知识发现的各种

不同方法应运而生.Zadeh 在 1965 年提出的模糊集(fuzzy set)理论[3]、Pawlak 在 1982 年提出的粗糙集(rough set)
理论[4]和张钹、张铃在 1990 年提出的商空间理论[5]是粒计算(granular computing)的三大基础数学理论,是处理

不确定性问题的有效方法.粗糙集(也称为 rough 集或粗集)理论是一种能够定量分析处理不精确、不一致、不

完整信息与知识的数学工具,它最初的原型来源于比较简单的信息模型,其基本思想是,通过关系数据库分类归

纳形成概念和规则,通过不分明关系(等价关系)的分类以及分类对于目标的近似实现知识发现.粗糙集理论是

继概率论、模糊集理论、证据理论之后的又一个处理不确定性问题的数学工具.由于粗糙集理论思想新颖、方

法独特、计算简便,因此已成为一种重要的智能信息处理技术[6−8].粗糙集理论的本质思想是,利用不可分辨关系

(等价关系)来建立一个划分空间(知识基),在知识粒空间上用两个精确的集合(即上近似集和下近似集)来近似

刻画一个边界模糊的目标概念(X).如果知识空间中的知识粒度较粗,被刻画的目标概念的边界域较宽,则近似

精度相对较低;如果知识粒度较细,被刻画的目标概念的边界域较窄,则近似精度相对较高. 
在给定一个知识基(U,R)={[x]R|x∈U}的条件下,如果 {[ ] | },RX x x X= ∈∪ 则称集合(概念)X 在知识基(U,R)下 

是精确的,即 X 正好是(U,R)中的一些知识粒的并集;如果 X 不能表示为(U,R)中的知识粒的并集,则称 X 是粗糙

的,即在当前知识粒空间下,无法用精确的知识粒表示概念 X.那么在当前的知识粒空间中,如何利用现有知识粒

来构建目标概念 X 较好的近似集,是人们进一步关注的问题[2,8].Pawlak 教授试图用两个集合来逼近 X,在他的粗

糙集理论模型中,X 的上近似集 ( )R X 是由在知识空间(U,R)中与 X 有非空交集的知识粒的并集构成的集合,X 的

下近似集 ( )R X 是由在知识空间(U,R)中所有包含于 X 的知识粒的并集构成的集合.因此, ( ) ( ).R X X R X⊆ ⊆ 称

( )R X 和 ( )R X 是不精确概念 X 的两条精确边界线. 
换个角度思考,我们是否可以用 ( )R X 或 ( )R X 来作为不精确概念 X 的近似集呢?有的研究者分别用 ( )R X

和 ( )R X 作为不精确概念 X 的近似概念,可以得到一些近似的规则或知识.特别是一些研究者利用下近似集

( )R X 作为目标概念 X 的近似集,即通过寻找正区域来实现规则的获取,并计算出规则的精度或不确定性[9−12].
但除了用 ( )R X 或 ( )R X 作为 X 的近似集以外,在当前知识基下,是否有更为合适的集合(它也是当前知识基下的

知识粒的并集)作为 X 的近似集,该近似集介于 ( )R X 和 ( )R X 之间,而近似程度更好?如果有这样的近似集,我 
们也可以利用这个集合来提取近似的规则,其近似度将会更高.Pawlak 和 Skowron 对粗糙集的扩展型进行了总

结与分析[13],很多研究者对此进行了讨论[14,15],比较典型的有变精度粗糙集模型和概率粗糙集模型.米据生和吴

伟志等人讨论了变精度粗糙集模型,并利用它进行知识约简[16];张贤勇等人构建了变精度粗糙集的上、下近似

算子以及相关的阈值,得到较好的结论[17];Ziarko[18]和 Yao[19−21]等研究者结合概率论和包含度等理论,讨论了概

率粗糙集模型,并取得较好的理论模型.但这些方法主要是侧重于构建扩展的 Pawlak近似算子,从而利用它们来

处理噪声数据. 
本文从另外一个角度试图利用当条件属性对论域形成的知识粒空间(知识基)直接构建目标概念 X 的近似

集,这个近似集相对于 ( )R X 或 ( )R X 可能有更好的近似度.为此,本文首先将粗糙集转化为模糊集,然后针对粗

糙集边界域中元素的隶属度的不同,利用截集的方式来构造 X 的近似集,从而用该近似集代替 X 来获取在当前

知识基下的近似规则(知识).另外,我们还讨论了随着知识空间中知识粒度的变化、粗糙集的近似集与目标概念

X 的近似度的变化规律. 
本文第 1 节介绍相关的基本概念.第 2 节提出粗糙集的相似度.第 3 节给出粗糙集的近似集及其相关性质.

第 4 节讨论不同知识粒度下 X 的近似集与 X 的相似度变化关系.第 5 节是结束语. 

1   相关基本概念 

为了更清楚地阐述本文的思想,首先给出相关的基本概念. 
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经典 Pawlak 粗糙集模型处理的不分明关系是一种等价关系,建立一对近似算子,即上近似算子和下近似算

子(又称为上、下近似集).下面介绍粗糙集理论的几个基本概念. 
定义 1(信息表知识表达系统[4,22]). 一个信息表知识表达系统 S可以表示为 S=〈U,A,V,f〉,其中,U是对象全集, 

也称为论域;A=C∪D 是属性全集,子集 C 和 D 分别称为条件属性集和结果属性集; rr A
V V

∈
=∪ 是属性值的集合, 

Vr 表示属性 r∈A 的属性值范围,即属性 r 的值域;f:U×A→V 是一个信息函数,它指定 U 中每一个对象 x 的属性值. 
定义 2(不分明关系(indiscernible relations)[4,22]). 对于任一属性集合 R⊆A,定义一个不可分辨二元关系(不

分明关系)IND(R)={(x,y)|(x,y)∈U2,∀b∈R(b(x)=b(y))}. 
定义 3(上近似集(upper approximation set)与下近似集(lower approximation set)[4,22]). 给定信息表知识表 

达系统 S=〈U,A,V,f〉,对于任一对象集合 X⊆U 和属性集合 R⊆A,X 关于 R 的上近似集 ( )R X 和下近似集 ( )R X 分别 
定义如下: 

( ) { | / ( ) },

( ) { | / ( ) },
i i i

i i i

R X Y Y U IND R Y X

R X Y Y U IND R Y X

= ∈ ∧ ∩ ≠ ∅

= ∈ ∧ ⊆

∪
∪

 

其中,U/IND(R)={X|(X⊆U∧∀x∈X,y∈X,b∈R(b(x)=b(y)))}是不分明关系 R 在 U 上的划分. 
上近似集和下近似集也可以通过集合的形式作如下定义: 

( ) { | [ ] },

( ) { | [ ] },
R

R

R X x x U x X

R X x x U x X

= ∈ ∧ ⊆

= ∈ ∧ ∩ ≠ ∅
 

其中,[x]R∈U/IND(R),即[x]R 表示对象 x 在不可分辨关系 R 上形成的等价类(划分块). 
( )R X 表示根据知识 R,U 中一定能归入目标概念(集合)X 的所有对象集合; ( )R X 表示根据知识 R,U 中可能

归入目标概念(集合)X的所有对象集合.集合 ( ) ( ) ( )RBN X R X R X= − 称为目标概念(集合)X关于属性集合R的边

界域 (boundary region); ( ) ( )RPOS X R X= 称为目标概念 (集合 )X 关于属性集合 R 的正域 (positive region); 

( ) ( )RNEG X U R X= − 称为 X 的负域(negative region).BNR(X)是根据知识 R,U 中既不能肯定归入目标概念(集

合)X,又不能肯定归入 X (X 的补集)的所有对象集合. 
定义 4(可定义集[4,22]). 给定信息表知识表达系统 S=〈U,A,V,f〉,对于任一对象子集 X⊆U 和属性子集 R⊆A,当 

且仅当 ( ) ( )R X R X= 时,称集合 X 是 R 可定义集. 
定义 5(粗糙集(rough 集)[4,22]). 给定信息表知识表达系统 S=〈U,A,V,f〉,对于任一对象子集 X⊆U 和属性子集 

R⊆A,当且仅当 ( ) ( )R X R X≠ 时,称集合 X 是 R 粗糙集(rough 集). 
由图 1 可知,在一定知识粒度的知识空间中,假设黑线勾勒出的知识表示概念 X,那么概念 X 的下近似集就

是由完全属于边界域范围内粒子组成,在图 1 中用黑体部分表示;概念 X 的上近似集由灰色部分和黑色部分组

成;概念 X 的边界域由灰色部分组成.由此可以看出,知识粒度越小,则下近似集可能越大,边界域可能越小. 
模糊集理论主要是处理边界“含糊”的问题.如图 2 所示,在已知一定知识粒度的情况下,椭圆不能被精确地

描述.因此,粗糙集方法通过上、下近似集不断地逼近目标概念(集合),可以很好地解决这一问题.又由于粗糙集

是在一定知识粒度下的研究,所以它的集合运算与经典集合存在一些差异. 
在一定的知识粒度下,如果集合 X 是粗糙的,则记为 R(X).为了叙述方便,我们令 ( ) [ ( ), ( )],R X R X R X= 这

时, ( ) ( ),R X X R X⊆ ⊆ 即我们构造了 X 的两个边界集合.在当前知识粒度情况下,无法用现有知识粒来精确描述

X,因此,X是不确定的.但是又该如何构造X的近似集呢?用 ( )R X 作为X的近似集,还是用 ( )R X 作为X的近似集?
除了 ( )R X 和 ( )R X 以外,X 有没有更好的近似集?换言之,在一定的知识粒度下,如果 X 是一个目标概念,我们如 
何寻找其更好的近似概念?面对这些问题,必须重新审视粗糙集对 X 的近似描述原理.粗糙集虽然给出了 X 的近

似描述边界,但并没有给出在当前知识粒度下 X 的最佳近似描述方法.本文将粗糙集给出的下近似集和上近似

集作为 X 近似描述的两个边界,然后结合粗糙集的模糊性,从模糊集截集的角度来寻找目标概念 X 的更好的近

似集. 
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Fig.1  Schematic diagram of rough sets       Fig.2  Set under certain knowledge granularity 
图 1  粗糙集示意图                     图 2  一定知识粒度下的集合 

定义 6(粗糙集的粗糙度[22]). 在一个信息系统中,IND(R)是 U 上的一个不可分辨关系,[x]R 表示对象 x 的等

价类,对象子集 X⊆U,X 的粗糙精度和粗糙度: 

• 粗糙精度: ( )( )
( )R

R XX
R X

α = ; 

• 粗糙度: ( ) ( )( ) 1 ( ) 1
( ) ( )

R
R R

R X BN XX X
R X R X

ρ α= − = − = . 

显然,对于任意的 X⊆U,都有 0≤αR(X)≤1 且 0≤ρR(X)≤1. 
• 如果 ( ) ( ) ,R X R X X= = 此时,ρR(X)=0(或αR(X)=1),即精确集 X 的粗糙度为 0; 
• 如果 ( ) ( ),R X R X≠ 此时,0<ρR(X)≤1(或 0≤αR(X)<1),即粗糙集 X 的粗糙度大于 0 且小于等于 1. 
为了更好地度量集合之间的相似度,我们给出集合相似度的概念. 
定义 7(集合的近似度(或相似度)). 设 A,B 是有限论域 U 上的两个子集,即 A⊆U,B⊆U,定义映射:S:U×U→ 

[0,1],即(A,B)→S(A,B).称 S(A,B)是集合 A,B 的近似度,如果 S(A,B)满足如下条件: 
(1) 对任意的 A,B∈U,0≤S(A,B)≤1(有界性); 
(2) 对称性:对任意的 A,B∈U,S(A,B)=S(B,A)(对称性); 
(3) 对任意的 A,B∈U,S(A,A)=1;S(A,B)=0 的充要条件是 A∩B=∅. 
对于任意满足条件(1)~条件(3)的公式,都是集合 A,B 的近似度公式. 

为简化起见,本文构造近似度公式
| |( , )
| |
A BS A B
A B

∩
=

∪
,其中,|⋅|表示有限子集的元素个数. 

显然, | |( , )
| |
A BS A B
A B

∩
=

∪
满足定义 3 的 3 个条件. 

2   粗糙集的近似集 Rλ(X) 

如果 X 是粗糙的,则 ( ) ( ).R X X R X⊂ ⊂ 因此,在关系 R 下如何寻求得到目标概念(集合)X 的近似集合,是值

得探讨的问题.粗糙集给出了 X 的近似的边界集合 ( )R X 和 ( )R X ,但却没有给出 X 的近似集合如何构造. 
• 如果直接用 ( )R X 作为 X 的近似集,则近似度 

| ( ) | | ( ) |( , ( )) .
| ( ) | | |
X R X R XS X R X
X R X X

∩
= =

∪
 

• 如果直接用 ( )R X 作为 X 的近似集,则近似度 
| ( ) | | |( , ( )) .
| ( ) | | ( ) |
X R X XS X R X
X R X R X

∩
= =

∪
 

在知识粒空间不变的情况下,是否有更合适的集合作为X的近似集呢?即在U/IND(R)知识空间下,是否存在

与目标概念(集合)X 近似度更高的集合?本文从集合近似集的角度,在 U/IND(R)知识下,利用定义 7 定义的集合

集合 X 的边界 X 的下近似 X 的上、下近似之差
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近似度概念和近似度公式,给出了目标概念 X 的近似集,进一步促进了粗糙集理论的发展与完善. 
设 U 是非空对象集,知识空间为 U/IND(R),对象子集 X⊆U,则对于任意的 x(x∈U),x 属于集合 X 的隶属函数

为[24,25] 
| [ ] |( ) .

| [ ] |
R R
X

R

X xx
x

μ ∩
=  

显然, 0 ( ) 1,R
X xμ≤ ≤ 它表示任意一个元素 x 属于集合 X 的程度. 

设 X={x1,x2,…,xn},令 1 2{ ( ), ( ),..., ( )}R R R R
X X X X nF x x xμ μ μ= ,则 B

XF 是集合 U 上的一个模糊集(即 ( )).R
XF F U∈ 在该 

模糊集上,位于同一等价类(分块)的两个元素的隶属度值是相同的. 
由粗糙集上、下近似和边界的概念,不难得出: 

( ) { | ( ) 1},

( ) { | 0 ( ) 1},

( ) ( ) ( ) { | 0 ( ) 1}.

R
X

R
X

R
R X

R X x x U x

R X x x U x

BN X R X R X x x U x

μ

μ

μ

= ∈ ∧ =

= ∈ ∧ <

= − = ∈ ∧ < <

≤  

由此可以看出,对于粗糙集的边界域上的元素,它们对集合 X 的隶属程度不同,有的元素的隶属度非常小,
可能接近于 0;有的元素的隶属度非常大,可能接近于 1.隶属度为 1 的元素在正区域(或下近似集)中,而隶属度小

于 1 且大于 0 的元素位于粗糙集的边界域上.这时,我们根据隶属度的大小,通过模糊集截集的方法将其分为两

个部分,从而构建一个介于上近似集和下近似集之间的集合 Rλ(X). 
定义 8(X 的λ近似集). 设 X 是论域的一个集合(目标概念),令 

( ) { | ( ) },  1 0,R
XR X x U xλ μ λ λ= ∈ >≥ ≥  

称 Rλ(X)为 X 的λ近似集. 
定义 9(X 的强λ近似集). 设 X 是论域的一个集合(目标概念),令 

( ) { | ( ) },  1 0,R
XR X x U xλ μ λ λ= ∈ > > >

�
 

称 ( )R Xλ�
为 X 的强λ近似集. 

显然, ( ) ( ).R X R Xλ λ⊆
�

用 Rλ(X)作为 X 的近似集会有何性质和特点?显然, 1 0( ) ( ), ( ) ( )R X R X R X R X= = ,即粗

糙集定义的上、下近似集是 Rλ(X)的两个特例,且 ( ) ( ) ( )R X R X R Xλ⊆ ⊆ .若 1≥λ1>λ2>0,显然有 

1 2
( ) ( ) ( ) ( ).R X R X R X R Xλ λ⊆ ⊆ ⊆  

为了更加直观地理解 Rλ(X),并且结合人们的认知直观性更好地研究 X 的近似集,我们通常取λ=0.5.因为

λ=0.5 时,属于 X 的隶属度大于等于 0.5(即超过半数以上的元素属于概念 X),符合人们的认知习惯,如图 3 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Relation chart among the sets X, R0.5(X), ( )R X  and ( )R X  
图 3  X,R0.5(X), ( )R X 和 ( )R X 之间的关系图 

接下来,我们重点研究当λ=0.5 时近似集 R0.5(X)与 X 的近似度. 

集合 X 的边界 R0.5(X)的边界 X 的下近似 X 的上、下近似之差
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3   粗糙集的近似集 R0.5(X) 

从图 3 可以看出,R0.5(X)介于 ( )R X 和 ( )R X 之间,即 0.5( ) ( ) ( ).R X R X R X⊆ ⊆ 下面我们来讨论 R0.5(X)的运算 

性质及它与目标概念(集合)X 近似程度的一些性质. 

3.1   R0.5(X)的运算性质 

粗糙集的上、下近似集有如下性质[22,23]: 
(1) (~ ) ~ ( ), (~ ) ~ ( );R X R X R X R X= =  
(2) 若 X⊆Y,则 ( ) ( ), ( ) ( );R X R Y R X R Y⊆ ⊆  
(3) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( );R X Y R X R Y R X Y R X R Y∪ ⊇ ∪ ∪ = ∪  
(4) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).R X Y R X R Y R X Y R X R Y∩ = ∩ ∩ ⊆ ∪  
那么,R0.5(X)对集合的交、并、补运算有类似性质. 
性质 1. 设 X,Y 是两个集合(概念),则: 
(1) 0.5 0.5(~ ) ~ ( )R X R X=

� �
; 

(2) 若 X⊆Y,则 R0.5(X)⊆R0.5(Y); 
(3) R0.5(X∪Y)⊇R0.5(X)∪R0.5(Y); 
(4) R0.5(X∩Y)⊆R0.5(X)∩R0.5(Y). 
证明: 
(1) 因为 

0.5

0.5

| [ ] (~ ) | | [ ] ( ) |(~ ) { | ( ) 0.5} 0.5 0.5
| [ ] | | [ ] |

| ([ ] ) | | [ ] |                1 0.5 0.5 ~ ( ).
| [ ] | | [ ] |

R R R
X

R R

R R

R R

x X x U XR X x x x x
x x

x X x Xx x R X
x x

μ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫∩ ∩ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= > = > = > =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞∩ ∩⎪ ⎪ ⎪ ⎪− > = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

��

�
≤

 

 因此,性质 1(1)成立.值得注意的是, 0.5 0.5(~ ) ~ ( )R X R X= 不一定成立,读者可以自己证明; 

(2) 对于元素 x∈R0.5(X),有 | [ ] | 0.5 ;
| [ ] |

R

R

x Xx x X
x

⎧ ⎫∩⎪ ⎪∈ ⊆⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

≥ 又因为 X⊆Y,有 | [ ] | | [ ] | .
| [ ] | | [ ] |

R R

R R

x X x Y
x x
∩ ∩

≤ 故 

| [ ] | 0.5 .
| [ ] |

R

R

x Yx x Y
x

⎧ ⎫∩⎪ ⎪∈ ⊆⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

≥  

 所以,x∈R0.5(Y).因此,R0.5(X)⊆R0.5(Y); 
(3) 因 X⊆X∪Y 且 Y⊆X∪Y,由性质 1(2)可得,R0.5(X)⊆R0.5(X∪Y)且 R0.5(Y)⊆R0.5(X∪Y).所以, 

R0.5(X∪Y)⊇R0.5(X)∪R0.5(Y). 
 值得指出的是,R0.5(X∪Y)⊆R0.5(X)∪R0.5(Y)不一定成立; 
(4) 因 X∩Y⊆X 且 X∩Y⊆Y,由性质 1(2)可得,R0.5(X∩Y)⊆R0.5(X)且 R0.5(X∩Y)⊆R0.5(Y).所以, 

R0.5(X∩Y)⊆R0.5(X)∩R0.5(Y). 
值得指出的是,R0.5(X∩Y)⊇R0.5(X)∩R0.5(Y)也不一定成立. □ 

3.2   R0.5(X)与X的近似性(相似性) 

在讨论目标概念(集合)X 的近似集 R0.5(X)及其性质之前,首先给出几个数学上的基本结论,便于证明相关后

继定理. 

引理 1. 设 a,b,c 和 d 均是实数,且 0<a<b,0<c<d,则 a a d
b b c

+
<

+
. 

证明:因为 0<a<b,0<c<d,所以 ac<bd,因此 ab+ac<ab+bd,a(b+c)<b(a+d),即 a a d
b b c

+
<

+
. □ 
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引理 2. 设 a,b,c 和 d 均是实数,且 0<c<a,0<d<b,若 a c
b d
≥ ,则 a a c

b b d
−
−

≤ ;若 a c
b d
≤ ,则 a a c

b b d
−
−

≥ . 

证明:因为 0<c<a,0<d<b,若 a c
b d
≥ ,则 ad≥bc,因此,ab−ad≤ab−bc,a(b−d)≤b(a−c),所以 .a a c

b b d
−
−

≤ 同理,若

a c
b d
≤ ,则 a a c

b b d
−
−

≥ . □ 

为了更加详细地了解 R0.5(X)与 X 的近似度(相似度),我们给出定理 1 和定理 2. 
定理 1. 设论域 U 是一个有限论域,X⊆U,R 是 U 上的等价关系,则 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X≥  

证明:对任意 x∈R0.5(X),有 ( ) 0.5,R
X xμ ≥ 即

| [ ] |( ) 0.5.
| [ ] |

R R
X

R

x Xx
x

μ ∩
= ≥ 因为 R 是 U 上的等价关系,由 R 在 U 上 

形成的等价类记为[x1]R,[x2]R,…,[xn]R,则 

0.5 ( ) { | ( ) 0.5} { | ( ) 1} { | 0.5 ( ) 1}.R R R
X X XR X x x x x x xμ μ μ= = = ∪ <≥ ≤  

显然, { | ( ) 1} ( ).R
Xx x R Xμ = = 而令

1 2
{ | 0.5 ( ) 1} [ ] [ ] ... [ ]

k

R
X i R i R i Rx x x x xμ < = ∪ ∪ ∪≤ ,所以, 

1 20.5( ) ( ( ) [ ] [ ] ... [ ] ).
ki R i R i RX R X X R X x x x∩ = ∩ ∪ ∪ ∪ ∪  

又因为
1 2

( ),[ ] ,[ ] ,...,[ ]
ki R i R i RR X x x x 中任意两个集合的交集为空集,因此, 

1 2

1 2

0.5| ( ) | | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] |

                      | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | .
k

k

i R i R i R

i R i R i R

X R X X R X X x X x X x

R X X x X x X x

∩ = ∩ + ∩ + ∩ + + ∩

= + ∩ + ∩ + + ∩
 

而
1 20.5( ) ([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] ),

ki R i R i RX R X X x X x X x X∪ = ∪ − ∪ − ∪ ∪ −  

同时,
1 2

,([ ] ),([ ] ),..., ([ ] )
ki R i R i RX x X x X x X− − − 中任意两个交集为空集,所以, 

1 20.5| ( ) | | | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | .
ki R i R i RX R X X x X x X x X∪ = + − + − + + −  

因此, 

1 2

1 2

0.5
0.5

0.5

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] || ( ) |( , ( )) .
| ( ) | | | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

k

k

i R i R i R

i R i R i R

R X X x X x X xX R XS X R X
X R X X x X x X x X

+ ∩ + ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + − + + −
 

又因为 1 1
1

1 1 1

| [ ] | | [ ] |
( ) 0.5,

| [ ] | | [ ] | | [ ] |
i R i RR

X i
i R i R i R

x X x X
x

x x X x X
μ

∩ ∩
= =

∩ + −
≥ 所以,

1 1
| [ ] | | [ ] |i R i Rx X x X∩ −≥ ; 

同理,
2 2

| [ ] | | [ ] |,...,| [ ] | | [ ] |
k ki R i R i R i Rx X x X x X x X∩ − ∩ −≥ ≥ .由引理 1 容易得到: 

 1 2

1 2

0.5

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | | ( ) |( , ( )) ( , ( )).
| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | | |

k

k

i R i R i R

i R i R i R

R X X x X x X x R XS X R X S X R X
X x X x X x X X

+ ∩ + ∩ + + ∩
= =

+ − + − + + −
≥  □ 

定理 1表明,用 R0.5(X)作为目标概念 X 的近似集,比用 ( )R X 作为目标概念的近似集的近似度更高.接下来讨

论 R0.5(X)和 ( )R X 的目标概念 X 的近似度. 
在 ( )R X 中存在一些知识粒,它们都不包含于 R0.5(X)中,不妨设

1 20.5( ) ( ) [ ] [ ] ... [ ]
sj R j R j RR X R X x x x− = ∪ ∪ ∪ ,

其中,
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
sj R j R j Rx x x 两两不相交.而这些知识粒都与 X 有非空交集,不难得出: 

1 2 0.5([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] ) ( ).
sj R j R j Rx X x X x X X R X∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩ = −  

并且,
1 2 0.5([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] ) ( ) ( ) .

sj R j R j Rx X x X x X R X R X X− ∪ − ∪ ∪ − = − −  

定理 2. 设论域 U 是一个有限论域,X⊆U,R 是 U 上的等价关系,若 0.5

0.5

| | | ( ) |
| ( ) | | ( ) ( ) |

X X R X
R X R X R X X

−
>

− −
,则 

0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X≥  

证明:设
1 20.5( ) ( ) [ ] [ ] ... [ ]

sj R j R j RR X R X x x x− = ∪ ∪ ∪ ,其中
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
sj R j R j Rx x x 两两不相交. 

因为 1
1

1

| [ ] |
0 ( ) 0.5

| [ ] |
j RR

X j
j R

x X
x

x
μ

∩
< = < ,所以

1
[ ]j Rx X∩ ≠ ∅ ;同理,

2
[ ] ,...,[ ] .

sj R j Rx X x X∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ 所以, 

1 20.5 0.5( ) ([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] ) ( ( )).
sj R j R j RX R X X x X x X x X X X R X∩ = − ∩ − ∩ − − ∩ = − −  
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又因为
1 2

[ ] ,[ ] ,...,[ ]
sj R j R j Rx X x X x X∩ ∩ ∩ 两两交集为空,所以, 

X∩R0.5(X)=X−(X−R0.5(X)),|X∩R0.5(X)|=|X|−|X−R0.5(X)|. 
且

1 20.5 ( ) ( ) (([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] )).
sj R j R j RX R X R X x X x X x X∪ = − − ∪ − ∪ ∪ −  

又因为
1 2

([ ] ),([ ] ),..., ([ ] )
sj R j R j Rx X x X x X− − − 两两交集为空,所以, 

0.5 0.5 0.5 0.5( ) ( ) ( ( ) ( ) ),| ( ) | | ( ) | | ( ( ) ( ) ) | .X R X R X R X R X X X R X R X R X R X X∪ = − − − ∪ = − − −  

因此, 

0.5 0.5
0.5

0.5 0.5

| ( ) | | | | ( ) |( , ( )) ,
| ( ) | | ( ) | | ( ( ) ( ) ) |
X R X X X R XS X R X
X R X R X R X R X X

∩ − −
= =

∪ − − −
 

又 0.5

0.5

| | | ( ) |
| ( ) | | ( ) ( ) |

X X R X
R X R X R X X

−
>

− −
,根据引理 2, 0.5

0.5

| | | | | ( ) |
| ( ) | | ( ) | | ( ( ) ( ) ) |

X X X R X
R X R X R X R X X

− −
− − −

≤ 成立,即 

 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X≥  □ 

由定理 2 可以看出,用 R0.5(X)作为目标概念 X 的近似集,在一定条件下比用 ( )R X 作为 X 的近似集效果更好.

即,只要 0.5

0.5

| | | ( ) |
| ( ) | | ( ) ( ) |

X X R X
R X R X R X X

−
>

− −
成立,则 0.5( , ( )) ( , ( ))S X R X S X R X≥ 成立. 

为了更清楚地了解在阈值 1≥λ>0.5时,S(X,R0.5(X)),S(X,Rλ(X))和 ( , ( ))S X R X 三者之间的关系,我们给出定理 
3 和定理 4. 

定理 3. 设论域 U 是一个有限论域,X⊆U,R 是 U 上的等价关系,对任意的 1≥λ>0.5,则有 

0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X S X R Xλ≥ ≥  

证明:对任意 x∈R0.5(X),有 ( ) 0.5,R
X xμ ≥ 即

| [ ] |( ) 0.5.
| [ ] |

R R
X

R

x Xx
x

μ ∩
= ≥  

0.5 ( ) { | ( ) 0.5} { | ( ) 1} { | 0.5 ( ) 1}.R R R
X X XR X x x x x x xμ μ μ= = = ∪ <≥ ≤  

显然, { | ( ) 1} ( ).R
Xx x R Xμ = = 而令 

1 2
{ | 0.5 ( ) 1} = [ ] [ ] ... [ ] , ( ) { | ( ) 0.5}

                                 ={ | ( ) 1} { | 0.5 ( ) 1}.
k

R R
X i R i R i R X

R R
X X

x x x x x R X x x

x x x x
λμ μ λ

μ λ μ

< ∪ ∪ ∪ = >

= ∪ < <

≤ ≥

≤
 

显然,Rλ(X)⊆R0.5.为了便于讨论,我们令
1 2

{ | 0.5 ( ) 1} [ ] [ ] ... [ ]
q

R
X i R i R i Rx x x x xλ μ< < = ∪ ∪ ∪≤ .这里,q≤k.所以, 

1 2
( ) ( ( ) [ ] [ ] ... [ ] ).

qi R i R i RX R X X R X x x xλ∩ = ∩ ∪ ∪ ∪ ∪  

又因为
1 2

( ),[ ] ,[ ] ,...,[ ]
ki R i R i RR X x x x 中任意两个集合的交集为空集,因此, 

1 2

1 2

0.5| ( ) | | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] |

                      | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] |,
k

k

i R i R i R

i R i R i R

X R X X R X X x X x X x

R X X x X x X x

∩ = ∩ + ∩ + ∩ + + ∩

= + ∩ + ∩ + + ∩
 

而 

1 2

1 2

| ( ) | | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] |

                    | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | .
q

q

i R i R i R

i R i R i R

X R X X R X X x X x X x

R X X x X x X x
λ∩ = ∩ + ∩ + ∩ + + ∩

= + ∩ + ∩ + + ∩
 

因此, 

1 2 1

1 2 1

0.5
0.5

0.5

| ( ) |( , ( ))
| ( ) |

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | | [ ] | ... | [ ] |
                      

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([
q q k

q q

i R i R i R i R i R

i R i R i R i R i

X R XS X R X
X R X

R X X x X x X x X x X x

X x X x X x X x X x
+

+

∩
=

∪

+ ∩ + ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩
=

+ − + − + + − + − + +
.

] ) |
k R X−

 

于是, 

1 2

1 2

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] || ( ) |( , ( )) .
| ( ) | | | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

q

q

i R i R i R

i R i R i R

R X X x X x X xX R XS X R X
X R X X x X x X x X

λ
λ

λ

+ ∩ + ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + − + + −
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又因为
1 1

| [ ] | ... | [ ] | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |
q k q ki R i R i R i RX x X x x X x X

+ +
∩ + + ∩ − + + −≥ ,根据引理 1, 

0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X S X R Xλ≥ ≥  

证毕.  □ 
由定理 2 和定理 3,容易得到推论 1. 
推论 1. 设论域 U 是一个有限论域,X⊆U,R 是 U 上的等价关系.对任意的 1≥λ>0.5,如果 

| | | ( ) | ,
| ( ) | | ( ) ( ) |

X X R X
R X R X R X X

λ

λ

−
>

− −
 

则 0.5( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))S X R X S X R X S X R Xλ≥ ≥ . 

定理 4. 设论域 U 是一个有限论域,X⊆U,R 是 U 上的等价关系.对任意的 0.5≤λ1<λ2≤1,则有 

1 2
( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R Xλ λ≥  

证明:对任意
1
( ),x R Xλ∈ 有 1( )R

X xμ λ≥ ,即 1
| [ ] |( ) 0.5

| [ ] |
R R
X

R

x Xx
x

μ λ∩
= ≥ ≥ .因为 R 是 U 上的等价关系,设 R 在 U

上形成的等价类记为 1 2[ ] ,[ ] ,...,[ ] .R R n Rx x x  

1 1 1( ) { | ( ) } { | ( ) 1} { | ( ) 1}R R R
X X XR X x x x x x xλ μ λ μ λ μ= = = ∪ <≥ ≤ ,由定理 1 可知{ | ( ) 1} ( ),R

Xx x R Xμ = = 而令 

1 21{ | ( ) 1} [ ] [ ] ... [ ] .
u

R
X i R i R i Rx x x x xλ μ < = ∪ ∪ ∪≤  

同理,
2 2 2( ) { | ( ) } { | ( ) 1} { | ( ) 1}R R R

X X XR X x x x x x xλ μ λ μ λ μ= = = ∪ <≥ ≤ .令 

1 22{ | ( ) 1} [ ] [ ] ... [ ] .
v

R
X i R i R i Rx x x x xλ μ < = ∪ ∪ ∪≤  

这里,因为 0.5≤λ1<λ2≤1,所以,v≤u,则 

1 1 2

2 1 2

( ) ( ( ) [ ] [ ] ... [ ] ... [ ] ),

( ) ( ( ) [ ] [ ] ... [ ] ).
v u

l

i R i R i R i R

i R i R i R

X R X X R X x x x x

X R X X R X x x x
λ

λ

∩ = ∩ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

∩ = ∩ ∪ ∪ ∪ ∪
 

又因为
1 2

( ),[ ] ,[ ] ,...,[ ]
ui R i R i RR X x x x 中任意两个集合的交集为空集,因此, 

1 1 2

1 2

2 1 2

| ( ) | | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |

                     | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |,

| ( ) | | ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [

v u

v u

i R i R i R i R

i R i R i R i R

i R i R

X R X X R X X x X x X x X x

R X X x X x X x X x

X R X R X X x X x X

λ

λ

∩ = ∩ + ∩ + ∩ + + ∩ + + ∩

= + ∩ + ∩ + + ∩ + + ∩

∩ = + ∩ + ∩ + + ∩ ] | .
vi Rx

 

而
1 1 2
( ) ([ ] ) ([ ] ) ... ([ ] ) ... ([ ] ),

v ui R i R i R i RX R X X x X x X x X x Xλ∪ = ∪ − ∪ − ∪ ∪ − ∪ ∪ −  

同时,
1 2

,([ ] ),([ ] ),...,([ ] ),...,([ ] )
v ui R i R i R i RX x X x X x X x X− − − − 中任意两个交集为空集,所以, 

1 1 2

2 1 2

| ( ) | | | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |,

| ( ) | | | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | .
v u

v

i R i R i R i R

i R i R i R

X R X X x X x X x X x X

X R X X x X x X x X
λ

λ

∪ = + − + − + + − + + −

∪ = + − + − + + −
 

因此, 

1 11
1

1 1 1

2
2

2

| ( ) | | [ ] | ... | [ ] | | [ ] | ... | [ ] || ( ) |
( , ( )) ,

| ( ) | | | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

| ( ) | || ( ) |
( , ( ))

| ( ) |

v v u

v v u

i R i R i R i R

i R i R i R i R

R X X x X x X x X xX R X
S X R X

X R X X x X x X x X x X

R XX R X
S X R X

X R X

λ
λ

λ

λ
λ

λ

+

+

+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + + − + − + + −

+∩
= =

∪
1

1

[ ] | ... | [ ] |
.

| | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |
v

v

i R i R

i R i R

X x X x
X x X x X

∩ + + ∩

+ − + + −

 

因为 1 1
1

1 1 1

1

| [ ] | | [ ] |
( ) 0.5,

| [ ] | | [ ] | | [ ] |
v v

v
v v v

i R i RR
X i

i R i R i R

x X x X
x

x x X x X
μ λ+ +

+

+ + +

∩ ∩
= =

∩ + −
≥ ≥ 所以,

1 1
| [ ] | | [ ] | .

v vi R i Rx X x X
+ +

∩ −≥  

同理,
2 2

| [ ] | | [ ] |,...,| [ ] | | [ ] |
v v u ui R i R i R i Rx X x X x X x X
+ +

∩ − ∩ −≥ ≥ ,所以, 

1 1
| [ ] | ... | [ ] | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | .

v u v ui R i R i R i RX x X x x X x X
+ +

∩ + + ∩ − + + −≥  

由引理 1,我们容易得到: 
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12
2

2 1

1 1

1

| ( ) | | [ ] | ... | [ ] || ( ) |
( , ( ))

| ( ) | | | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

| ( ) | | [ ] | ... | [ ] | | [ ] | ... | [ ] |
                         

| | | ([ ] ) |

v

v

v v u

i R i R

i R i R

i R i R i R i R

i R

R X X x X xX R X
S X R X

X R X X x X x X

R X X x X x X x X x
X x X

λ
λ

λ

+

+ ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + + −

+ ∩ + + ∩ + ∩ + + ∩

+ −

≤

1
1

( , ( )).
... | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

v v ui R i R i R

S X R X
x X x X x X λ

+

=
+ + − + − + + −

 □ 

定理 4 表明,当阈值λ大于 0.5 时,阈值越大,X 与 Rλ(X)的近似程度越小. 
即,当 0.5≤λ1<λ2≤1 时,

1 2
( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R Xλ λ≥  

3.3   基于R0.5(X)提取规则的实例分析 

为了更清晰地说明如何用 R0.5(X)提取规则,我们以决策信息表(见表 1)为例来加以分析.这里,对象集 U={x1, 
x2,…,x16},条件属性集 C={a,b,c},决策属性集 D={d}. 

Table 1  Decision information table 
表 1  决策信息表 

 a b c d 
x1 1 1 0 1 
x2 1 1 0 1 
x3 1 1 2 1 
x4 1 1 2 1 
x5 1 1 2 1 
x6 2 0 1 1 
x7 1 1 2 2 
x8 2 0 1 2 
x9 1 0 1 2 
x10 1 0 1 2 
x11 3 2 1 2 
x12 3 2 1 2 
x13 2 0 1 3 
x14 3 2 2 3 
x15 3 2 1 3 
x16 3 2 2 3 

根据粗糙集理论的基本知识,易知: 
U/IND(C)={{x1,x2},{x3,x4,x5,x7},{x6,x8,x13},{x9,x10},{x11,x12,x15},{x14,x16}}, 
U/IND(D)={{x1,x2,x3,x4,x5,x6},{x7,x8,x9,x10,x11,x12},{x13,x14,x15,x16}}. 

令决策属性形成的 3 个决策概念分别是 X1={x1,x2,x3,x4,x5,x6},X2={x7,x8,x9,x10,x11,x12}和 X3={x13,x14,x15,x16}.
因此,这 3 个决策概念在知识粒空间(条件属性形成的划分空间,U/IND(C))下的下近似集、上近似集和近似集分

别是 

1 1 2

2 9 10

3 14 16

1 1 2 3 4 5 6 7 8 13

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15

3 6 8 11 12 13 14 15 16

0.5 1 1 2 3 4 5 7

0.

( ) { , },
( ) { , },
( ) { , };

( ) { , , , , , , , , },

( ) { , , , , , , , , , , , },

( ) { , , , , , , , };
( ) { , , , , , },

R X x x
R X x x
R X x x

R X x x x x x x x x x

R X x x x x x x x x x x x x

R X x x x x x x x x
R X x x x x x x
R

=
=
=

=

=

=

=

5 2 9 10 11 12 15

0.5 3 14 16

( ) { , , , , },
( ) { , }.
X x x x x x

R X x x
=
=

 

从表 1 容易求得基于 ( )R X 提取的决策规则如下: 
(1) 针对概念 X1:(a=1∧b=1∧c=0)→d=1,支持规则的对象集合{x1,x2}; 
(2) 针对概念 X2:(a=1∧b=0∧c=1)→d=2,支持规则的对象集合{x9,x10}; 
(3) 针对概念 X3:(a=3∧b=2∧c=2)→d=3,支持规则的对象集合{x14,x16}. 
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基于 ( )R X 提取的决策规则如下: 
(1) 针对概念 X1:(a=1∧b=1∧c=0)∨(a=1∧b=1∧c=2)∨(a=2∧b=0∧c=1)→d=1;支持规则的对象集合{x1,x2,x3, 

x4,x5,x6},错误的支持规则的对象有{x7,x8,x13}; 
(2) 针对概念 X2:(a=1∧b=1∧c=2)∨(a=2∧b=0∧c=1)∨(a=1∧b=0∧c=1)∨(a=3∧b=2∧c=1)→d=2,支持规则的对

象集合{x7,x8,x9,x10,x11,x12},错误的支持规则的对象有{x3,x4,x5,x6,x13,x15}; 
(3) 针对概念 X3:(a=2∧b=0∧c=1)∨(a=1∧b=0∧c=1)∨(a=3∧b=2∧c=1)∨(a=3∧b=2∧c=2)→d=3,支持的对象集

合{x13,x14,x15,x16},错误的支持规则的对象有{x6,x8,x11,x12}. 
基于 R0.5(X)提取的决策规则如下: 
(1) 针对概念 X1:(a=1∧b=1∧(c=0∨c=2))→d=1,支持规则的对象集合{x1,x2,x3,x4,x5},错误的支持规则的对

象有{x7}; 
(2) 针对概念 X2:(a=1∧b=0∧c=1)∨(a=3∧b=2∧c=1)→d=2,支持规则的对象集合{x9,x10,x11,x12},错误的支持

规则的对象有{x15}; 
(3) 针对概念 X3:(a=3∧b=2∧c=2)→d=3,支持的对象集合{x14,x16}. 
为此,根据这些规则情况得出对比分析表(见表 2).根据表 2 可以看出,基于 ( )R X 提取决策规则,很多对象无

法确定决策结果 ,这是实际决策问题中非常忌讳的问题 ;基于 ( )R X 提取决策规则 ,每个对象都有决策分类 , 
但是处于边界域上的对象无法具体分类哪个决策类,因此产生很多错误的决策分类结果;基于 R0.5(X)提取决策

规则,正确分类的对象增多,无法分类的对象减少.相对于前面两种情况,基于 R0.5(X)来提取决策规则具有更好的

分类效果. 
Table 2  Comparative analysis 

表 2  对比分析 

 支持规则的对象个数 错误的对象个数 无法识别的对象个数 
X1 2 0 4 
X2 2 0 4 基于 ( )R X 提取规则 

X3 2 0 2 
X1 6 3 0 
X2 6 6 0 基于 ( )R X 提取规则 
X3 4 4 0 
X1 5 1 1 
X2 4 1 1 基于 R0.5(X)提取规则 
X3 2 0 1 

定理 1~定理 4及其推论 1揭示了 S(X,R0.5(X)),S(X,Rλ(X)), ( , ( ))S X R X 和 ( , ( ))S X R X 之间的关系.在知识基中,
如果知识粒度逐渐减小(增大),则 S(X,R0.5(X)), ( , ( ))S X R X 和 ( , ( ))S X R X 之间的关系有何变化?下面,我们来讨论 
这一问题. 

4   近似集 R0.5(X)随知识粒度的变化关系 

在不同知识粒度空间,粗糙集的不确定性变化是人们研究的热点问题[11,12],很多研究者试图发现粗糙集的

不确定性(如粗糙度、模糊度等)随知识的变化规律[23−28].因此,在不同知识粒度空间下,S(X,R0.5(X))的变化规律如

何,是我们关心的问题.如果知识粒被细化,即知识颗粒被细分,那么 X 和 R0.5(X)的相似度 S(X,R0.5(X))会有怎样的

变化规律?换言之,在不同知识粒度下,S(X,R0.5(X))将会如何变化? 
设 U 在关系 R 下形成的等价类分别是[x1]R,[x2]R,…,[xn]R,而 U 在关系 R′下形成的等价类分别是[x1]R′, 

[x2]R′,…,[xn]R′.如果 R′⊆R,则[xi]R′⊆[xi]R,称 R′在 U 上形成的划分 U/R′是 R 在 U 上形成的划分 U/R 的细分,记为 

U/R′ U/R;如果存在 xj∈U,有[xj]R′⊂[xj]R,则称划分 U/R′是划分 U/R 的严格细分,记为 U/R′≺U/R. 

接下来,分情况讨论在不同知识粒度下,S(X,R0.5(X))与 0.5( , ( ))S X R X′ 的关系.设 U/R′≺U/R,则对任意的 x∈U, 

必有[x]R′⊆[x]R,且存在 y∈U,必有[y]R′⊆[y]R.所以,在 U/R′至少存在两个及其以上的知识粒的并集等于[y]R.为了便 
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于描述,我们记
1 2 1 20.5 ( ) ( ) [ ] [ ] ... [ ] , ( ) [ ] [ ] ... [ ]

k mi R i R i R R i R i R i RR X R X x x x BN X x x x= ∪ ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪ ,这里,m≥k.如果是

NEGR(X)或者 ( ) ( )RPOS X R X= 中的知识粒被细化,显然 0.5 0.5( , ( )) ( , ( ))S X R X S X R X′= .接下来我们主要讨论边界

域上的某个知识粒被细化后 0.5( , ( ))S X R X′ 的变化情况.为了简化起见,不妨设边界域上有且仅有一个知识粒(等

价类) [ ]
ti Rx 在 U/R′中被细分成两个知识粒 1[ ]

ti Rx ′ 和
2[ ]
ti Rx ′ ,其他知识粒不变.下面我们分情况加以讨论. 

定理 5. 如果 k<t≤m,即 0.5[ ] ( )
ti Rx R X⊄ : 

① 若
1 1

1 2
0.5 0.5[ ] ( ),[ ] ( ),i R i Rx R X x R X′ ′′ ′⊆ ⊄ 则 0.5 0.5( , ( )) ( , ( ));S X R X S X R X′≤  

② 若
1 1

1 2
0.5 0.5[ ] ( ),[ ] ( ),i R i Rx R X x R X′ ′′ ′⊄ ⊄ 则 0.5 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X′=  

证明:根据定理 1 的证明, 

1 2

1 2

0.5
0.5

0.5

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] || ( ) |( , ( )) .
| ( ) | | | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

k

k

i R i R i R

i R i R i R

R X X x X x X xX R XS X R X
X R X X x X x X x X

+ ∩ + ∩ + + ∩∩
= =

∪ + − + − + + −
 

因为 1 2 1
0.5[ ] [ ] [ ] ,[ ] ( ),

t t t ti R i R i R i Rx x x x R X′ ′ ′ ′∪ = ⊆ 且 2
0.5[ ] ( ),

ti Rx R X′ ′⊄ 所以, 

1 2

1 2

0.5
0.5

0.5
1

1

| ( ) |( , ( ))
| ( ) |

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | | [ ] |
                      

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | | ([ ] ) |

               

k t

k t

i R i R i R i R

i R i R i R i R

X R XS X R X
X R X

R X X x X x X x X x
X x X x X x X x X

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′∩′ =
′∪

′ + ∩ + ∩ + + ∩ + ∩
=

+ − + − + + − + −

1 2

1 2

1

1

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | | [ ] |
       .

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | | ([ ] ) |
k t

k t

i R i R i R i R

i R i R i R i R

R X X x X x X x X x
X x X x X x X x X

′

′

+ ∩ + ∩ + + ∩ + ∩
=

+ − + − + + − + −

 

因为
1

1
0.5[ ] ( ),i Rx R X′ ′⊆ 所以

1

1 1

| [ ] |
0.5,

| [ ] | | [ ] |
t

t t

i R

i R i R

x X
x X x X

′

′ ′

∩

∩ + −
≥ 即 1 1| [ ] | | [ ] |

t ti R i Rx X x X′ ′∩ −≥ . 

根据引理 1, 0.5 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X′≤  

另外,若
1 1

1 2
0.5 0.5[ ] ( ),[ ] ( ),i R i Rx R X x R X′ ′′ ′⊄ ⊄ 则 0.5 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X′=  

当然,由于 0.5[ ] ( ),
ti Rx R X⊄ 所以,

1

1
0.5[ ] ( )i Rx R X′ ′⊆ 且

1

2
0.5[ ] ( )i Rx R X′ ′⊆ 的情况不可能发生.  □ 

定理 6. 如果 1≤t≤k,即 0.5[ ] ( )
ti Rx R X⊆ : 

① 若 1 2
0.5 0.5[ ] ( ),[ ] ( ),

t ti R i Rx R X x R X′ ′′ ′⊆ ⊆ 则 0.5 0.5( , ( )) ( , ( ));S X R X S X R X′=  

② 若 1 2
0.5 0.5[ ] ( ),[ ] ( ),

t ti R i Rx R X x R X′ ′′ ′⊆ ⊄ 且

2

0.5 2

| [ ] |
( , ( )) ,

| [ ] |
t

t

i

i

x X
S X R X

x X
∩

−
≥ 则 0.5 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X′≤  

证明:情形①的证明显然,这里主要证明情形②.因为
1

2
0.5[ ] ( )i Rx R X′ ′⊄ : 

(i) 若
1

2[ ]i Rx X′ ∩ = ∅ ,则 1| [ ] | | [ ] |
t ti R i RX x X x∩ = ∩ ,且 1| ([ ] ) | | ([ ] ) |

t ti R i Rx X x X′ − < − .因此, 

1 2

1 2

0.5
0.5

0.5
1

1

| ( ) |( , ( ))
| ( ) |

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |
                      

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

       

t k

t k

i R i R i R i R

i R i R i R i R

X R XS X R X
X R X

R X X x X x X x X x
X x X x X x X x X

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′∩′ =
′∪

′ + ∩ + ∩ + + ∩ + + ∩
=

+ − + − + + − + + −

1 2

1 2

1 2

1

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |
               

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [
                      

t k

t k

i R i R i R i R

i R i R i R i R

i R i R

R X X x X x X x X x
X x X x X x X x X

R X X x X x X x
′

+ ∩ + ∩ + + ∩ + + ∩
=

+ − + − + + − + + −

+ ∩ + ∩ + + ∩
>

1 2

0.5

] |
| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

                      ( , ( )).

k

k

i R

i R i R i RX x X x X x X

S X R X

+ − + − + + −

=

 

(ii) 若 1[ ] ,
ti Rx X′ ⊆ 则 1 1| [ ] | | [ ] |,

t ti R i Rx X x′ ′∩ = 因此, 
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1 2

1 2

0.5
0.5

0.5
1

1

| ( ) |( , ( ))
| ( ) |

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |
                      

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

       

t k

t k

i R i R i R i R

i R i R i R i R

X R XS X R X
X R X

R X X x X x X x X x
X x X x X x X x X

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′∩′ =
′∪

′ + ∩ + ∩ + + ∩ + + ∩
=

+ − + − + + − + + −

1 2

1 2 1 1

1

2
0.5

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |
               

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | [ ] | | [ ] | ... | ([ ] ) |

| ( ) | | [ ] |
                      

|

t k

t t k

t

i R i R i R i R

i R i R i R i R i R

i R

R X X x X x x X x
X x X x X x X x X x X

X R X x X
X

− +

′

′

+ ∩ + ∩ + + + + ∩
=

+ − + − + + − + −

∩ − ∩
=

+ + −

∪ 2
0.5

.
( ) | | [ ] |

ti RR X x X′− −

 

因为

2

0.5 2

| [ ] |
( , ( ))

| [ ] |
t

t

i

i

x X
S X R X

x X
∩

−
≥ ,根据引理 2,有 0.5 0.5( , ( )) ( , ( )).S X R X S X R X′≤  

(iii) 若 1[ ] ( )
ti R Rx BN X′ ′⊆ 且 2[ ] ( ),

ti R Rx BN X′ ′⊆ 因为 1 2
0.5 0.5[ ] ( ),[ ] ( ),

t ti R i Rx R X x R X′ ′′ ′⊆ ⊄ 则 

1 2

1 2

0.5
0.5

0.5
1

1

| ( ) |( , ( ))
| ( ) |

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |
                      

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | ([ ] ) | ... | ([ ] ) |

       

t k

t k

i R i R i R i R

i R i R i R i R

X R XS X R X
X R X

R X X x X x X x X x
X x X x X x X x X

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′∩′ =
′∪

′ + ∩ + ∩ + + ∩ + + ∩
=

+ − + − + + − + + −

1 2

1 2

1

1

2
0.5

0.5

| ( ) | | [ ] | | [ ] | ... | [ ] | ... | [ ] |
               

| | | ([ ] ) | | ([ ] ) | ... | [ ] | ([ ] ) |

| ( ) | | [

| ...

] |
                      

| ( ) | | [

t k

t k

t

i R i R i R i R

i R i R i R i R

i R

i

R X X x X x x X x
X x X x X x X x X

X R X x X
X R X x

′

′

′

+ +

+ ∩ + ∩ + + + + ∩
=

+ − + − + + − −

∩ − ∩
=

∪ − 2 .
] |

t R X′ −

 

因为

2

0.5 2

| [ ] |
( , ( ))

| [ ] |
t
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定理 5 和定理 6 揭示了在不同情况下,当边界域上有知识粒(等价类)在被等价关系 R′细分时, 0.5 ( )R X′ 与目

标概念(集合)X 的近似程度一般不小于 R0.5(X)目标概念(集合)X 的近似程度,如图 4 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  Changing chart of R0.5(X) with different knowledge granularity 
图 4  R0.5(X)随知识粒度细化的变化图 

5   结束语 

粗糙集理论的研究已经经历了 20 多年的时间,无论是在系统理论、计算模型的建立和应用系统的研制开

发上,都已经取得了很多成果,也建立了一套较为完善的粗糙集理论体系.它在机器学习、知识获取、决策分析、

数据库的知识发现、专家系统、决策支持系统、归纳推理、矛盾归结、模式识别、模糊控制和医疗诊断等应

用领域取得了不少的成果,业已成为粒计算研究的主要工具之一[29,30].粗糙集理论用两个精确的集合作为边界

不确定集合的两条边界线,用精确的方法处理不精确的问题.但粗糙集理论本身没有提出如何用已知的知识基

集合 X 的边界 R0.5(X)的边界 X 的下近似 X 的上、下近似之差
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来构建目标概念(集合)X 的近似集.虽然很多文献研究了利用粗糙集的扩展模型来处理有噪声数据的信息系统,
但是关于直接给出目标概念(集合)X 的近似集的方法的研究甚少.本文从另外一个角度,利用当前知识空间中的

知识粒构建目标概念(集合)X 的近似集 R0.5(X),并研究它的相关性质.我们首先将粗糙集转化为模糊集,然后利

用截集对边界不确定的元素进行分类,并提出集合相似度的概念,构建目标概念(集合)X 的近似集.研究表明,用
R0.5(X)作为 X 的近似集,其近似度优于直接用 ( )R X 或 ( )R X 作为 X 的近似集,并讨论了在不同知识粒度下

S(X,R0.5(X))的变化规律.这些研究工作从新的视角提出描述不确定性概念的方法,希望这些工作能够推动不确

定性人工智能的发展,扩展粗糙集理论模型及其应用.在接下来的研究中,我们将用这样的近似集来获取近似规

则,实现知识获取. 

致谢  在此,我们向对本文工作给予支持和建议的同行,尤其是对本文给予评审并提出宝贵意见的专家们表示
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