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摘  要: 信息传播算法在求解随机 kSAT 问题时有惊人的效果,难解区域变窄.对于这种现象,至今缺少系统的理论

解释.警示传播(warning propagation,简称 WP)算法是一种基础的信息传播算法,为有效分析 WP 算法在随机 kCNF
公式上的收敛性,给出了随机 kCNF 公式因子图上圈存在的相变点.在随机 kCNF 公式产生模型 G(n,k,p)中,取 k=3, 
p=d/n2,因子图中圈存在的相变点为p=1/8n2.当d<1/8时,因子图中开始出现圈,且每个连通分支至多有一个圈,因子图

中含圈的连通分支的数目以及圈的长度均与 n 无关.因此,因子图是由森林和一些含有唯一圈的连通分支构成.证明

了 WP 算法在这些实例集上高概率收敛,并且给出了算法的迭代步数为 O(logn+s),其中,s 为连通分支的大小. 
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Abstract:  Message propagation algorithms are very effective in finding satisfying assignments for random kSAT instances and hard 
regions become more narrow. Unfortunately, this phenomenon is still lacks rigorous theoretical proofs. The Warning Propagation (WP) 
algorithm is the most basic message propagation algorithm. In order to analysis the WP algorithm convergence for random kCNF formulas, 
the study gives the sharp threshold point for the existence of cycles in the factor graph of random kCNF formulas, the threshold for the 
existence of cycles in model G(n,k,p) of random kCNF formulas is p=1/8n2 for k=3, p=d/n2. When d becomes asymptotically equal to 1/8, 
cycles begin to appear, but each component contains at most one cycle, the number of the components containing a single cycle and the 
length of cycle are a constant independent of n. Thus, the factor graph consists of a forest of trees plus a few components that have a 
single cycle. Then WHP (with high probability) after at most O(logn+s) iterations, WP converges on these instances. Here s is the size of 
the connected component. 
Key words:  warning propagation algorithm; convergence analysis; phase transition; satisfiability problem 

给定一个合取范式(conjunctive normal form,简称 CNF)公式 F,可满足性(satisfiability,简称 SAT)判定问题是

指是否存在一组指派使得 F 为真.子句长度为 k 的 SAT 判定问题称为 kSAT 问题,当 k≥3 时,kSAT 问题是著名

的 NP-完全问题.为进一步理解 kSAT 问题的判定难度,进而研究随机 kSAT 问题,为此引入随机 kSAT 实例产生

模型G(n,k,p),其中,n表示变元个数,k表示子句大小,p表示每个子句出现在公式中的概率[1].模型G(n,k,p)按如下 
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方式产生一个随机 kSAT 实例:以概率 p 选取每一个可能的子句(这样的子句共有 2k n
k

⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

个),被选中的子句之集 

构成实例.已经发现,在随机 kSAT 问题中,子句个数 m 与变元个数 n 的比值 a=m/n 是一个重要的参数,它不仅对

公式的可满足性产生影响,还对公式可满足性判定的难易程度产生影响: 
一方面,对于随机 kSAT 问题,存在可满足性的相变点 ad,当 a<ad 时,实例高概率可满足;当 a>ad 时,实例高概

率不可满足[2].在随机 3SAT 问题中,尽管人们不知道 ad 的确切值,但研究表明,ad 至少为 3.52[3],至多为 4.506[4]; 
另一方面,大多数优秀的可满足性判定算法能够解决的实例与 a 密切相关.如,基于纯文字规则的算法只能

有效求解 a<1.6 区域的随机 3SAT 实例(如 DPLL 算法),基于正文字或负文字出现次数最多而设计的算法可有

效求解 a<3.52 区域的随机 3SAT 实例(如 Zchaff 算法),WALKSAT 算法可有效求解 a 稍高于 3.95 区域的随机

3SAT 实例[5,6]. 
近年来,使用统计物理中的腔域方法[7,8],给出了可满足相变点的近似值 4.267da ,且存在阈值 3.921ca . 

称 a<ac 为易解 SAT 区域,称 ac<a<ad 为难解 SAT 区域[8,9].位于 a<ac 区域的可满足实例的解空间形成一个较大

的解集簇,启发式局部搜索算法容易求解.位于 ac<a<ad 区域的实例,解空间被分解成许多很小的解集簇,这些解

集簇之间相互分开,且相距很远,不可能通过改变有限数目变元的赋值使得可满足指派从一个解集簇转到另一

个解集簇,使用局部搜索算法求解时收敛速度很慢,且求解难度较大[9].基于腔域方法设计的求解可满足性问题

的信息传播算法,在难解随机 3SAT 区域非常有效[9−13],弥补了以往的模拟退火算法、随机游走算法等在接近相

变点的难解区域时就会失效的缺憾.如,信念传播(belief propagation,简称 BP)算法可有效求解 a<3.95 区域的随

机 3SAT 实例,调查传播(survey propagation,简称 SP)算法能够有效求解 a<4.26 区域的随机 3SAT 实例[6,9,10,14,15]. 
SP 是目前求解随机 3SAT 问题最为有效的算法,能够在稍高于线性时间内解决处于难解 SAT 区域的具备 107

个变量规模的实例,几乎能够有效求解接近相变点的可满足性实例[9,10].对 SP 算法而言,难解 SAT 区域变窄.然
而,对于信息传播算法的这种现象,至今仍缺少系统的理论解释. 

信息传播算法不仅对固定定义域的随机可满足性问题非常有效(如随机 kSAT),还可用于求解具有增长定

义域的随机可满足性问题.许可等人在 NP 完全问题相变现象的研究中,提出了具有精确相变和难解实例的 RB
模型,该模型是一个典型的具有增长定义域的随机可满足实例产生模型,被广泛应用于构造难解性问题[16].随
后,文献[17−19]分别从理论和实验角度说明,在相变的阈值附近,求解 RB 模型随机实例的难度随着问题规模的

增加,以指数形式增长.文献[20]表明,BP 算法在求解 RB 模型实例时非常有效.同样,信息传播算法也可用于求解

量化布尔公式(quantified Boolean formulae,简称 QBF)的可满足性.殷明浩等人设计了一种基于 SP 算法的启发

式算法 HSPQBF,用于求解 QBF 问题,其实验结果表明算法有效[21]. 
尽管信息传播算法提供了一个非常有力的工具来求解随机可满足性问题,但仍存在两个问题有待理论上

深入研究: 
1) 当模型 G(n,k,p)满足什么条件时,信息传播算法在该模型所产生的实例上收敛; 
2) 如果信息传播算法收敛,得到的结果是否是变元边缘概率分布的有效近似;如果信息传播算法不收

敛,这种情况下算法失效. 
信息传播算法之所以能够使难解 SAT 区域变窄,缘于算法能够在难解 SAT 区域正确收敛,进而可以得到部

分变元的有效边缘概率分布,用以固定变元的赋值.目前,对于算法收敛性的理论分析较少.文献[9]给出了信息

传播算法的一般形式,其本质是对变元边缘概率分布的一种近似;文献[12]中分析了信息传播算法与统计物理

中的自由能量函数之间的关系,并指出信息传播算法收敛后得到的固定点是自由能量函数的稳定点,但未对信

息传播算法是否收敛做出理论分析;文献[22]分析了有限树型结构上信息传播算法收敛的复杂性;文献[23]分析

了带有一个圈的图模型上信息传播算法的收敛性,表明信息传播算法得到的值是变元边缘概率分布的有效近

似;文献[24]表明,对于任意结构的高斯图模型,信息传播算法能够正确收敛.可以看出,信息传播算法在某些具有

特定性质或结构的实例上收敛[25−27].目前,对信息传播算法的性能及收敛性的理论分析仍然不够完善. 
信息传播算法求解随机可满足实例时非常有效,特别是 SP 算法在接近相变点的区域中仍具有非常出色的
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表现.然而,对 SP 算法的收敛性很难从理论上给予解释.警示传播(warning propagation,简称 WP)算法是最为基

础的信息传播算法,对 WP 算法的收敛性分析有助于其他信息传播算法的收敛性分析[10].文献[28]中,Feige 和

Mossel 等人分析了 WP 算法的收敛性,但主要局限于植入指派的随机可满足实例.即,给定一个指派,随机选取满

足指派的子句之集构成实例.本文中,我们研究一般的随机 3SAT 实例上 WP 算法的收敛性.对于随机 3SAT 实例

产生模型 G(n,3,p),给出随机 3CNF 公式的因子图中圈存在的相变点为 p=1/8n2.当 p<1/8n2 时,由 G(n,k,p)产生的

3CNF 公式的因子图中以高概率满足每个连通分支至多含 1 个圈.在此基础上,含圈的连通分支的数目以及圈的

长度均为独立于 n 的常数.在其因子图由森林和一些仅含 1个圈的连通分支构成的实例上,证明了 WP 算法高概

率收敛,并给出了算法收敛的迭代步数为 O(logn+s),其中,s 为连通分支的大小. 

1   警示传播算法 

设 F={C1,C2,…,Cm}为一个 CNF 公式,含有 n 个变元 x1,x2,…,xn,用 i 代表变元 xi.公式 F 可以用一个二分图

G=(C∪X,E)表示,称为因子图.其中,变元结点集为 X={1,2,…,n},子句结点集为 C={C1,C2,…,Cm}.图 G 中的边分为

两类:实边和虚边. 
• 实边:(Ci,j)∈E⇔子句 Ci 含正文字 xj; 
• 虚边:(Ci,j)∈E⇔子句 Ci 含负文字 xj. 

V+(x)表示变元 x 正出现的子句集合,V−(x)表示变元 x 负出现的子句集合,V+(C)表示子句 C 中正出现的变元

集合,V−(C)表示子句 C 中负出现的变元集合.在因子图的每条边(Cj,i)上,定义 WP 算法中的两类消息:第 1 类是

变元传递给子句的消息 xi→Cj,第 2 类是子句传递给变元的消息 Cj→xi(常称为警示信息).两类消息的直观解释

是:xi→Cj 表示在没有子句 Cj 的情况下,其他子句对变元 xi 的取值倾向;Cj→xi 表示子句 Cj 的可满足性对变元 xi

的取值倾向.WP 算法的迭代方程如下所示[10]: 

 
( ), ( ),

( ) ( )
k i k i

i j k i k i
C V x k j C V x k j

x C C x C x
+ −∈ ≠ ∈ ≠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ = → − →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  (1) 

如果 xi 仅出现在 Cj 中,则 xi→Cj=0. 

 0 0
( ), ( ),

( ) ( )
k j k j

j i k j k j
x V C k i x V C k i

C x I x C I x C
+ −

< >
∈ ≠ ∈ ≠
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏ ∏  (2) 

I<0(b)是截尾函数.如果 b<0,则 I<0(b)=1;否则,I<0(b)=0.类似定义 I>0(b),如果 b>0,则 I>0(b)=1;否则,I>0(b)=0.如
果 Cj 中仅包含变元 xi,则 Cj→xi=1.当 WP 算法收敛时,根据警示信息 Cj→xi 固定变元 xi 的赋值如下所示: 

 
( ) ( )

( ) ( )
j i j i

i j i j i
C V x C V x

B C x C x
+ −∈ ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  (3) 

如果 Bi>0,则 xi=1;如果 Bi<0,则 xi=0.否则,xi 暂不赋值.WP 算法如下: 
Warning Propagation (CNF formula F) 
1. 构造相应的因子图 G(F); 
2. 给因子图上的所有消息边 Cj→xi 随机赋值 0 或 1; 
3. 重复如下过程,直到算法收敛(可设置最大迭代步 tmax 强迫算法结束): 

3.1. 对 G(F)中的边随机排列; 
3.2. 根据随机边序列更新消息 Cj→xi; 

4. 根据 Bi 计算部分指派ψ,对公式 F 进行简化; 
5. 返回ψ; 
上述算法第 3 步中的收敛是指算法本次迭代得到的信息与上次信息一致.当算法收敛时,得到警示信息的

不动点,进而可固定部分变元的赋值,并返回部分指派ψ;否则,算法不收敛,返回失败.可以看出,算法的收敛性对

算法的性能起关键作用,我们有如下结论: 
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定理 1[10]. 如果公式对应的因子图为树型结构,且树分支的大小为 s,那么 WP 算法最多迭代 O(s)步后收敛. 

2   圈存在的相变分析 

信息传播算法求解随机 3SAT 实例时非常有效,为有效分析信息传播算法在随机 3SAT 实例上的性能,给出

随机 3SAT 实例产生模型中圈存在的相变点,进而研究 WP 算法的收敛性.一个随机可满足性实例产生模型

G(n,k,p),其中, 
• n 表示变元个数; 
• k 表示子句长度; 
• p 表示子句出现的概率. 
在由 G(n,k,p)产生的实例对应的因子图中,假设某个连通分支包含有 t 个变元的圈,根据因子图的构成,圈同

时含有 t 个子句,记这类圈为 2t-cycle.设 t 个变元为 x1,x2,…,xt,t 个子句为 C1,C2,…,Ct,使得 xi,xi+1∈Ci,圈包含有 2t
条边.定义如下 3 类不同的路径: 

• 第 1 类:变元到变元,表示路径的端点是变元; 
• 第 2 类:子句到子句,表示路径的端点是子句; 
• 第 3 类:变元到子句,表示路径的两个端点分别是变元和子句. 
对于变元到变元的路径,设路径的长度为 l,那么有 l/2−1 个变元和 l/2 个子句(不包含端点).对于子句到子句

的路径,有 l/2 个变元和 l/2−1 个子句;对于子句到变元的路径,有(l−1)/2 个变元和(l−1)/2 个子句.如果图中包含有

两个简单圈 C1 和 C2,之间由一条简单路径连接,称为 bi-cycle 图.如果图中包含一个圈 C1,圈中有一条简单路径

的弦,称为 chord-cycle 图.i,j,l∈[1,n],t∈[1,3],B2i,2j,l,t 表示由长度为 l 的第 t 类路径连接两个简单圈 2i-cycle 和

2j-cycle 构成的 bi-cycle 图.类似地,B2i,l,t 表示由长度为 l 的以第 t 类路径为弦的圈 2i-cycle 构成的 chord-cycle 图. 

本文中,取 k=3,p=d/n2,d 为一常数(称为约束紧度),G(n,3,p)模型以概率 p 选取每一个可能的子句(共 32
3
n⎛ ⎞

⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

个),被选中的子句之集构成一个 3CNF 公式.因此,公式规模的期望为 32 4 /3.
3
n

p dn⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ 当 d<1/8 时,由 G(n,3,p) 

产生的 3CNF 公式高概率可满足,且对应的因子图中每个连通分支最多有一个圈,p=1/8n2 是因子图上圈存在的

相变点,因子图是由森林和一些含有一个圈的连通分支构成的.我们给出如下结论: 
定理 2. 由 G(n,3,p)模型产生的 3CNF 公式,其因子图中圈存在的相变点为 p=1/8n2.当 p 渐近趋于 1/8n2 时,

圈开始出现,且每个连通分支最多包含一个圈. 
如下两个引理构成定理 2 的证明: 
引理 1. 由 G(n,3,p)模型产生的 3CNF 公式,因子图中圈存在的相变点为 p=1/8n2. 
证明:设 x为 2t-cycle圈的数目的随机变量.在公式对应的因子图中,由于形成圈至少需要两个变元和两个子 

句,同时,注意到圈上的变元数和子句数相等,变元数目为 t 的圈有
( 1)! (8 )

2
tn t n

t
⎛ ⎞ −

⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

个.因此,圈的期望值最多为 
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当 p∈o(1/8n2)时, 2lim 8 0.
n

n p
→∞

= 因此,E(x)=0,使用一阶矩方法,因子图中几乎没有 2t-cycle 圈. 

然而,当 p=d/n2 时, 
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• 如果 d≥1/8,则 E(x)发散; 
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使用二阶矩方法,当 d 渐近趋于 1/8 时,圈出现的概率趋于 1.因此,p=1/8n2 是因子图上圈存在的相变点. □ 
由引理 1 可知,当 p∈o(1/8n2)时,因子图由森林构成,根据定理 1,WP 算法高概率收敛,且迭代步数最多为

O(s),其中,s 为连通分支的大小. 
引理 2. 当 p 渐近趋于 1/8n2 时,因子图中圈开始出现,且每个连通分支最多高概率地包含一个圈. 
证明:为了证明每个连通分支高概率地最多包含一个圈,只需证明:连通分支中高概率地不包含 bi-cycle 或

chord-cycle.这里,只证明 bi-cycle 情形,chord-cycle 可类似分析. 
设随机变量 x 表示连通分支中 bi-cycle 的数目,假设连通分支为 B2i,2j,l,t 类型.考虑 t=1(即,变元到变元路径), 

根据 B2i,2j,l,t 的构成,圈和路径上的变元数目为 1
2
ls i j= + + − ,圈和路径上的子句数目为 s+1,则 
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⋅ =∑ 从而有 E(x)=0.使用一阶矩方法,连通分支中高概率地不包含 B2i,2j,l,t. 

当 t=1 时,圈和路径上的变元数目为 ,
2
ks i j= + + 圈和路径上的子句数目为 s−1,则 
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B2i,2j,l,t. 

当 t=3 时,圈和路径上的变元数目和子句数目相等,即为
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⋅ =∑ 从而有 E(x)=0.使用一阶矩方法 ,连通分支中高概率地不包含

B2i,2j,l,t. 
故,连通分支中高概率地不包含 bi-cycle 或 chord-cycle.即,每个连通分支高概率地至多包含一个圈. □ 
因此,当 d∈(0,1/8)时,由 G(n,3,p)产生的公式,根据引理 1 和引理 2 的证明,其因子图由森林和一些恰有一个 

圈的连通分支构成.设 f(n)表示圈的长度, lim ( ) .
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= ∞ 当 d<1/8 时,
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f(n),则 lim ( ) 0,
n

E x
→∞

= 由马尔可夫不等式得到如下推论: 

推论 1. 当 p 渐近地趋于 1/8n2 时,因子图中高概率地含有圈的连通分支的数目为一常数,且不存在长度为

f(n)的圈. 

3   主要结果及证明 

当随机 3CNF 公式对应的因子图为树型结构时,WP 算法完全收敛.然而,对于因子图含有圈的图型结构的
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公式,WP 算法可能不收敛.事实上,当 d∈(0,1/8)时,由 G(n,3,p)产生的随机 3CNF 公式,其因子图是由森林和一些

含有一个圈的连通分支所构成的,WP 算法在这些公式上高概率收敛.我们给出如下定理: 
定理 3. 对于 d∈(0,1/8),由 G(n,3,p)模型产生的 3CNF 公式,WP 算法高概率收敛,且迭代步数最多不会超过

O(logn+s).其中,s 为连通分支的大小. 
设 F 是由 G(n,3,p)产生的公式,其中,p=d/n2,0<d<1/8.不妨设 F 有一个圈 x1,C2,x3,C4,…,xr=x1,对于所有的 i,xi

和 xi+2 都属于 Ci+1,并且 xi≠xi+2,Ci+1≠Ci+3.x→C 是公式 F 的因子图的有向边. 
• 如果 x 和 C 都属于这个圈,则称 x→C 属于一个圈; 
• 对于不属于圈的边 x→C,如果 x 不属于这个圈,并且 C 位于 x 到圈的简单路径上,则称 x→C 指向这个圈; 
• 如果 C 不属于这个圈,并且 x 位于圈到 C 的简单路径上,则称边 x→C 离开这个圈. 
类似地,定义边 C→x 属于圈、指向圈、离开圈. 
显然,因子图中每一个有向边 x→C 或 C→x 一定属于上述 3 种情况之一. 
假设由 x1,C2,x3,C4,…,x2r−1,C2r,x1 形成一个圈,每个变元 xi 出现在前一个子句和后一个子句中,每个子句 Ci

包含前一个变元和后一个变元.定义两类不同的圈: 
a. 约束圈:至少有一个 C→xi=1 进入圈.其中,C→xi 指向圈,其值是算法收敛时的警示信息; 
b. 自由圈:没有 C→xi=1 进入圈.即,进入圈的消息 C→xi=0. 
设 F 是有唯一圈的公式,我们只考虑以变元进入圈的边.对于以子句进入圈的边 z→C,不失一般性,假设 z 正

出现在子句 C 中.算法收敛后,如果 z→C≥0,对于圈上的边 C→x=0,则从公式中删除子句 C 后,与删除前的收敛

性一致(即,删除子句 C 之前与之后算法收敛得到的警示信息一致).如果 z→C<0,则从子句 C 中删除变元 z 后收

敛性一致.因此,我们不考虑以子句进入圈的边. 
引理 3. 设C是一个大小为 s 的连通分支,且包含一个约束圈(即,有 C→xi=1 进入圈).那么 WP 算法在C上高 

概率地最多 O(s)步收敛. 
证明:不失一般性,假设 xi 在子句 C 中负出现. 
1) 假设存在变元 xj 在子句 Cj−1 和 Cj+1 中负出现,因此 xj→Cj+1≤0,进而有 Cj+1→xj+2=0.这意味着,删除子

句 Cj+1 并不影响算法收敛后的所有 xr→Cr+1 和 Cr+1→xr+2 的警示信息,其中,r≠j.所以,这种情形可归约

到树公式; 
2) 假设变元 xi 在子句 Ci−1 中负出现,在子句 Ci+1 中正出现,因此 xi→Ci+1<0,进而有 Ci+1→xi+2=1.不妨设 
 Ci+1=ly∨xi,用单位子句 ly 代替 Ci+1,进而将C归约为树分支; 

3) 假设变元 xi 在 Ci−1 和 Ci+1 中正出现,且不存在变元 xj 在 Cj−1 和 Cj+1 中负出现(如果 xj 都正出现在 Cj−1

和 Cj+1 中,即圈上变元都是纯文字,易求解).由于 C→xi=1,所以 xi=0,不妨设 Ci+1=xi∨¬li+2.由于 d<1/8, 

 由 G(n,k,p)产生的公式的期望值大小最多为 32 4 /3 / 6,
3
n

p dn n⎛ ⎞
⋅ ⋅ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ 因此,子句与变元的比值α<1/6, 

进而公式高概率可满足.所以,高概率有¬li+2=1,类似有¬li+4=1,…,xi=1(矛盾). 
所以,WP 算法在C上高概率地最多 O(s)步收敛. □ 
引理 4. C是一个大小为 s 且包含一个大小为 r 的自由圈的连通分支(即,没有 C→xi=1 进入圈).那么,WP 算

法高概率地在C上最多 O(r2logn+s)步收敛. 

考虑两种情况:圈包含纯文字变元和不包含纯文字变元.为了证明引理 4,只需证明如下两个引理即可. 
引理 5. 如果圈中包含纯文字 xi,那么 WP 在C上最多 O(s)步收敛. 

证明:不妨假设 xi 出现在子句 Ci−1 和 Ci+1 中.如果 xi 正出现在子句 Ci−1 和 Ci+1 中,有 xi→Ci+1≥0,因此,Ci+1→ 
xi+2=0.如果 xi 负出现在子句 Ci−1 和 Ci+1 中,有 xi→Ci+1≤0,进而有 Ci+1→xi+2=0.因此,删除子句 Ci+1,连通分支将变

为树分支,不影响算法收敛的警示信息.所以,WP 算法最多 O(s)步收敛. □ 
假设圈中不含纯文字,不妨设圈为 C1=(x1∨¬x2),C2=(x2∨¬x3),…,CL=(xL∨¬x1). 
考虑有向圈 x1→C1→x2→C2→…→xL→CL→x1,有向边 Ci−1→xi 的值决定 xi→Ci 的取值,而 Ci→xi+1 的值取决
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于 xi→Ci.因此,Ci→xi+1 的值由 Ci−1→xi 决定.设有状态过程Γ j,其中,m≥j≥0,m 是一常数,Γ j∈{0,1}L.显然,状态过

程Γ j 是一个马尔可夫链.过程的初始状态为Γ 0,结束状态Γ m 为全 0 或全 1. 
引理 6. 如果大小为 r 的自由圈中没有纯文字,那么 WP 算法在C上高概率地最多 O(r2logn)步收敛. 

证明:不妨假设结束状态Γ m 全为 1.考虑最悲观的情况是初始状态Γ 0 全为 0 且只有在算法到达状态Γ m 时

收敛.设 hj 为从状态Γ j 开始到达结束状态Γ m 的期望步数.显然,hm=0,h0=h1+1.这是因为从Γ 0 开始,总是一步转移

到Γ 1.利用期望的线性性质来寻找其他 hj 值的表达式.设 Zj 表示从状态Γ j 到达状态Γ m 的步数的随机变量.现在

考虑从状态Γ j 开始到达的下一步状态,其中,1≤j≤m−1.以 1/3 的概率,下一状态为Γ j−1,此时 Zj=1+Zj−1;以 1/3 的

概率,下一状态为Γ j+1,此时 Zj=1+Zj+1;以 1/3 的概率,下一状态为Γ j,此时 Zj=1+Zj.因此, 

 1 1
1 1 1[ ] (1 ) (1 ) (1 )
3 3 3j j j jE Z E Z Z Z− +

⎡ ⎤= + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4) 

但 E[Zj]=hj,故由期望的线性性质得到: 

 1 1 1 11 1 1
1

3 3 3 3 3 3
j j j j j j

j

h h h h h h
h − + − ++ + +

= + + = + + +  (5) 

所以有以下方程组: 
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≤ ≤  (6) 

用数学归纳法证明,对 0≤j≤m−1,有 
 hj=hj+1+3j+1 (7) 
成立. 

显然,当 j=0 时,上式成立;假设对于 j−1 等式成立,由等式
1 1 3

2 2 2
j j

j

h h
h − += + + 得到: 
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2 ( 3( 1) 1) 3

3 1

j j j

j j

j

h h h

h h j

h j

+ −= − −

= − + − + −

= − −

(由归纳假设) (8) 

所以,hj=hj+1+3j+1.可以断言: 

 
1

2 2
0 1 2

0

3 1 31 1 4 ... (3 1)
2 2 2

m

j
h h h j m m m

−

=

= + = + + = = + = − <∑  (9) 

在圈 C1=(x1∨¬x2),C2=(x2∨¬x3),…,CL=(xL∨¬x1)中有 L 个变元和 L 个子句,所以,状态Γ 0 到达状态Γ m 的期望

步数为 23 .
2

L 由于 L=r/2,因此 2
0

3 .
8

h r< 由推论 1 以及马尔可夫不等式可得: 

 2 20 0
0 02 2

( ) 3 ( ) 3{ } , { log }
8 log 8log

E Z E Zp Z r p Z r n
r r n n

≥ ≤ ≤ ≥ ≤ ≤  (10) 

所以,WP 算法在C上高概率地最多 O(r2logn)步收敛. 

当 d∈(0,1/8)时,由 G(n,3,p)模型产生的随机 3CNF 公式,根据推论 1、引理 3、引理 4,WP 算法高概率地最

多 O(logn+s)步收敛.至此,定理 3 得证. □ 

4   数值实验及分析 

在实验中 ,我们取两组变元规模不同的数据 ,分别为 n=20,40,60 和 n=80,100,120.取算法最大迭代次数

tmax=103. 
对于第 1 组数据,WP 算法成功收敛的概率如图 1(a)所示,图中的每个数据点是 100 个实例成功收敛的统计

概率.当约束紧度 d<3.475 时,WP 算法几乎完全收敛;在 d≥3.475 时,收敛概率减小.可以看出:对于变元数目规模
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n 较小时,收敛概率下降较慢;而对于规模 n 较大时,收敛概率下降较快. 
对于第 2 组数据,WP 算法成功收敛的概率如图 1(b)所示,当 d<3.315 时,WP 算法几乎完全收敛;在 d≥3.315

时,收敛概率迅速下降.我们发现:当 n 增大到一定值时,WP 算法成功收敛的概率几乎不受变元规模 n 的影响;在
d=3.125 时,收敛概率几乎从 1 突变到 0. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) WP 算法在第 1 组数据上的运行结果               (b) WP 算法在第 2 组数据上的运行结果 

Fig.1  The change of convergence probability of WP with constraint tightness d 
图 1  WP 算法收敛的概率随约束紧度 d 而发生的变化 

实验结果表明,当 d≤3.125 时,对于 G(n,3,p)产生的随机 3SAT 实例,WP 算法几乎能够完全收敛.当 d=3.125
时,实例已处于难解区域.WP 算法的收敛并不保证能够有效判定实例的可满足性.文献[10]中指出:如果公式对

应的因子图为树型结构,则 WP 算法一定能够收敛,且能够有效判定公式的可满足性.本文中,当约束紧度 d 逐渐

靠近 1/8 时,因子图中开始出现圈,且每个连通分支最多包含一个圈.我们能够证明,如果公式对应的因子图中每

个连通分支最多含有一个圈,则 WP 算法几乎完全收敛.本文从理论上解释了 WP 算法的收敛性,扩展了 WP 算

法的收敛区间.对于当 d≥1/8 时,WP 算法是否一定能够收敛,且能够有效判定公式的可满足性这一问题,目前还 

未能从理论上给予解释.文献[28]中表明:对于植入指派的随机可满足实例产生模型 , ,plant
n pP 其中,p≥d/n2,d 是足 

够大常数,则 WP 算法高概率收敛.具体地讲,给定一个植入指派的随机可满足实例,通过限制警示信息的初始赋

值,借助于公式几乎被该植入指派唯一可满足等假设条件,证明了 WP 算法高概率收敛.与之相比,本文中对一般

的随机可满足性实例产生模型进行分析,在没有任何假设限制的条件下,证明了 WP 算法的收敛性.希望该方法

能够被推广到其他信息传播算法的收敛性分析中. 

5   结束语 

本文分析了随机 3SAT 实例产生模型中,因子图上圈存在的相变点,给出了当 d 渐近趋于 1/8 时,连通分支中

开始出现圈,且最多有一个圈.证明了当 d∈(0,1/8)时,WP 算法在 G(n,3,p)模型产生的 3SAT 实例集上高概率收敛,
且算法迭代步数为 O(logn+s).本文也提供了一种分析信息传播算法收敛性的方法,通过设置参数,利用因子图

的结构对实例集进行分类,研究信息传播算法在这些子类上的收敛性.相对地,基于某种规则结构下展开研究,
信息传播算法的收敛性分析则更为具体和深入.我们希望,这些方法的引入可以提供一种新的思路,来分析其他

信息传播算法的收敛性及性能 ,从而揭露信息传播算法能使难解区域变窄的本质 .进一步的工作是:考虑当

d∈[1/8,3/4)时,WP 算法的收敛情况,并给出严格的理论证明过程. 
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