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Abstract:  The concept of n-valued modal model for multi-value modal logics is introduced in this paper, and the 
corresponding semantics are constructed. The study points out this kind of semantics and generalizes the semantics 
for classical modal logics. The definition of 〈W,R〉n-typed frame is presented, under which the localized mappings 
induced by modal formulae are constructed, and the concept of localized truth degree for modal formulae is 
introduced. It is obtained that the localized truth degree for any modal formula can be computed as the one for some 
modal formula without modalities in the same possible world. Based on these, the concept of global truth degree for 
modal formulae is introduced. It has been shown that whenever a modal formula contains no modalities, its global 
truth degree coincides with its truth degree in the common propositional logics. 
Key words: multi-value modal logic; 〈W,R〉n-typed frame; n-valued modal model; localized truth degree; global 

truth degree; temporal logic 

摘  要: 在多值模态逻辑中构建了 n-值模态模型及相应的语义理论,并指出这种语义是经典模态逻辑语义的推

广.定义了〈W,R〉n-型框架的概念,并在该框架下用归纳的方法构建了由模态公式诱导的局部化映射,给出公式的局部

化真度的概念,并指出任意模态公式的局部化真度都可以转化为另一个不含模态词的公式在同一可能世界处的局

部化真度.定义了模态公式的全局真度,并证明了当某模态公式不含模态词时,其全局真度与其在一般命题逻辑中的

真度一致. 
关键词: 多值模态逻辑;〈W,R〉n-型框架;n-值模态模型;局部化真度;全局真度;时态逻辑 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

模态逻辑是数理逻辑及人工智能研究领域的一个重要方面.它不仅是描述程序语义的有力工具,还在知识

表示方面表现出了越来越多的优越性.因而,模态逻辑自提出以来受到了学者们的广泛关注.文献[1−3]对经典模

态逻辑及其相关的逻辑系统进行了详细论述.随着多值逻辑与不确定性推理的长足发展,许多学者将经典模态

逻辑进行扩充,建立了多种模糊模态逻辑及多值模态逻辑[4−15],并讨论了它们在其他若干领域的应用[16,17].本文
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作者又于近期将模态逻辑的赋值域进一步推广为完备格,在文献[18]中建立了格值模态逻辑,并证明了其完备

性.作为模态逻辑的一种特殊形式,时态逻辑[19−21]着眼于研究如何处理含有时间信息的事件的命题,因而在计算

机科学,特别是模型检测领域[22−27]有着广泛的应用. 
为了将数值计算引入到数理逻辑中,使其具有某种灵活性从而扩大其应用范围,文献[28]从概念的程度化

入手,在经典二值命题逻辑中提出了较系统的公式真度理论.此后,文献[29−31]相继在 Lukasiewicz 命题逻辑、

Gödel 命题逻辑以及 L*(或等价地,NM 命题逻辑[32])中建立了类似的公式真度理论,引发了大量的后续研究.如
今,已在多种命题逻辑中形成了较为系统的计量逻辑学理论[33−36].一个自然的想法是,如何将这种计量化的思想

推广到模态逻辑,从而在经典模态逻辑以及多值模态逻辑中建立类似的真度理论?事实上,文献[37]在经典模态

逻辑中采用将可能世界集的势固定为 n 的方法,提出了模态公式的(n)真度理论,从而尝试性地将计量化的思想

引入到经典模态逻辑理论之中.然而值得注意的是,这种(n)真度理论是基于经典模态逻辑的语义模式而设计的,
因而无法适用于多值模态逻辑.此外,文献[37]定义的模态公式的(n)真度与可能世界集的势 n 密切相关,当 n 增

大时,相应的计算相当复杂,这自然是文献[37]的局限性.由下文的分析以及第 4 节中的说明得知,在多值模态逻

辑中建立与一般命题逻辑类似的真度理论绝非易事. 
实际上,在一般的命题逻辑中,赋值域为 F⊆[0,1],赋值映射具有 v:F(S)→F 的形式[4−6,28−36],其中,F(S)是全体

命题逻辑公式之集,赋值映射 v 是一个同态.即我们要求 F 与 F(S)上有同型的运算,且 v 保持这些运算.而在多值

模态逻辑中,赋值映射为 e:W×F(Φ)→F 的形式(详见本文第 3 节),其中,W 为非空可能世界之集, F(Φ)是全体模态

公式之集,F 为其赋值域.可以看到,一般命题逻辑中的赋值映射 v 与模态逻辑中赋值映射 e 有两个本质的区别: 
• 其一,v 的定义域为 F(S),故 v 的变化只与所选择的公式有关;而 e 的定义域为 W×F(Φ),故 e 的变化不仅

与所选择的公式有关,而是由可能世界及模态公式同时决定的,具有双重变化因素; 
• 其二,v 是同态,它保持 F(S)与 F 上所有同型运算;而 e 则不然,由于模态逻辑的模态词□,◊在 Kripke 语义

结构中与 W 上的二元关系密切相关,这使得在赋值域 F 上很难定义与□,◊相应的语义算子来保证 e 成为

一个同态. 
这两点区别,使得在多值模态逻辑中无法用与一般命题逻辑中类似的方法建立公式的真度理论.实际上,在

一般的命题逻辑中 ,全体赋值映射 v 构成的集合Ω同构于 F ω [ 3 5 , 3 6 ] ,其中 , ω为第 1 个可数序数 .同时 , 
每个公式ϕ∈F(S)可诱导相应的映射ϕ :Ω→F 满足: 
 ϕ (v)=v(φ),v∈Ω (1) 

而此时,所有由公式诱导的映射都具有公共的定义域,即Ω≌Fω⊆[0,1]ω.这时,我们可以方便地在 Fω上建立 
概率测度μ来讨论映射ϕ 的可测性,并在ϕ 可测时定义公式ϕ的真度为 

 ( ) d
Ω

τ ϕ ϕ μ= ∫  (2) 

而根据上文分析知,多值模态逻辑中的赋值映射 e 的全体不再同构于 Fω,甚至不同构于[0,1]ω的任何子空

间,因此,我们很难构建公式诱导的映射并保证其可测性.即无法在多值模态逻辑中用与一般命题逻辑类似的方

法建立公式的真度理论,必须另辟蹊径. 
值得注意的是,模态逻辑的 Kripke 语义具有局部化的特点(详见本文第 2 节、第 3 节),即公式的赋值是局部

化在某个可能世界处定义的.受此启发,我们不妨也从局部化着手,先尝试在某个可能世界处定义公式的局部化 

真度,继而再推广为全局真度,这正是本文的研究思路.为此,本文首先以
1 20, ,..., ,1

1 1n
nF

n n
−⎧ ⎫= ⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
为赋值域,定义 

了多值模态逻辑的 n-值 Kripke 模型的概念,并构建了相应的语义理论,同时指出经典模态逻辑的 Kripke 模型可

以纳入到 n-值 Kripke 模型的框架之下,从而本文定义的多值模态逻辑的语义是经典模态逻辑语义的推广;其次,
在固定可能世界集 W 与二元关系 R 而让赋值映射 e 自由变动的情况下,本文定义了〈W,R〉n-型框架的概念,并在

该框架下用归纳的方法构建了由模态公式诱导的关于某个可能世界 w∈W 的局部化映射,从而给出了模态公式

关于 w 的局部化真度,并指出,任意模态公式的局部化真度都可以转化为另一个不含模态词的公式在同一可能

世界处的局部化真度,且这种局部化真度的值与可能世界集的势无关;之后,在局部化真度的基础上,本文定义
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了模态公式的全局真度,讨论了其若干性质,并证明了一致性定理,即当某模态公式不含模态词时,其全局真度

与其在一般命题逻辑中的真度(见公式(2))吻合;最后,本文将所建立的真度理论应用于时态逻辑中,指出本文定

义的公式真度较好地反映了时态逻辑的语义特点. 

1   基本模态逻辑的语义 

本节主要回顾基本模态逻辑(即经典模态逻辑)的语义理论及相关重要结论,更详细的内容见文献[1−3]. 
基本模态逻辑中模态公式的构成如下: 

ϕ:=p|⊥|¬ϕ|ϕ1∨ϕ2|◊ϕ,p∈Φ, 
其中,Φ为原子公式集,⊥表示矛盾式,并以□ϕ表示¬◊¬ϕ,ϕ∧ψ表示¬(¬ϕ∨¬ψ),ϕ→ψ表示¬ϕ∨ψ.全体基本模态公

式之集记为 Form(◊,Φ). 
定义 1[3]. 基本模态逻辑的模型(简称基本模型)是一个三元组 M=(W,R,V),其中,W 是非空的可能世界之

集,R⊆W×W 是 W 上的二元关系,V 是映射 V:Φ→P(W).这里,P(W)是 W 的幂集. 
设ϕ∈Form(◊,Φ),w∈W,则 w 满足ϕ,记作 M,w ϕ,可归纳的定义如下: 
i) M,w p 当且仅当 w∈V(p),p∈Φ; 
ii) M,w ⊥永远不成立; 
iii) M,w ¬ϕ当且仅当 M,w ϕ不成立; 
iv) M,w ϕ∨ψ当且仅当 M,w ϕ或 M,w ψ; 
v) M,w ◊ϕ当且仅当存在 u∈W,(w,u)∈R 使得 M,u ϕ. 
定义 2[3]. 设ϕ∈Form(◊,Φ),如果对每个基本模型 M=(W,R,V)及任意 w∈W 均有 M,w ϕ,则称ϕ为有效公式. 
命题 1[3]. 设 M=(W,R,V)是基本模型,令 V(ϕ)={w∈W|M,w ϕ},ϕ∈Form(◊,Φ),则: 

i) V(¬ϕ)=W−V(ϕ); 
ii) V(ϕ∨ψ)=V(ϕ)∪V(ψ); 
iii) V(ϕ∧ψ)=V(ϕ)∩V(ψ); 
iv) V(ϕ→ψ)=(W−V(ϕ))∪V(ψ); 
v) V(◊ϕ)={w∈W|R[w]∩V(ϕ)≠∅}; 
vi) V(□ϕ)={w∈W|R[w]⊆V(ϕ)}. 
这里,R[w]={u∈W|(w,u)∈R}. 
命题 2[3]. 设ϕ∈Form(◊,Φ),则ϕ是有效公式当且仅当对每个基本模型 M=(W,R,V)均有 V(ϕ)=W. 

2   多值模态逻辑的语义 

在本节中,我们将上述基本模型进行扩充,建立多值模态逻辑的 Kripke 模型及相应的语义理论. 
多值模态逻辑中模态公式的构成如下: 

ϕ:=p|⊥|¬ϕ|ϕ1∧ϕ2|ϕ1→ϕ2|□ϕ,p∈Φ, 
其中,Φ为原子公式集,⊥表示矛盾式,并以◊ϕ表示¬□¬ϕ,ϕ∨ψ表示¬(¬ϕ∧¬ψ).多值模态逻辑的全体模态公式之集

记为 F(Φ).以下我们总是假设Φ为可数集,即Φ={p1,p2,...}. 
定义 3. 多值模态逻辑的模型是一个四元组 K=(W,R,e,Fn),其中, 
• W 是非空的可能世界之集; 

• 
1 20, ,..., ,1

1 1n
nF

n n
−⎧ ⎫= ⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
(n∈N,n≥2); 

• R:W×W→Fn 是 W 上的 Fn 值二元关系; 
• e:W×Φ→Fn 为映射, 

称 Fn 为赋值域,e 为赋值映射,相应的模型简称为 n-值模态模型. 
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定义 4. 设 K=(W,R,e,Fn)是一个 n-值模态模型,则赋值映射 e 可按如下方式扩张为映射 e :W×F(Φ)→Fn: 
( , ) ( , ),
( , ) ( , ) ( , ),
( , ) ( , ) ( , ),
( , ) { ( , ) | ( , ) 0, },

e w e w
e w e w e w
e w e w e w
e w e u R w u u W

ϕ ϕ
ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ϕ

¬ = ¬
∧ = ∧
→ = →

= > ∈∧

 

其中,w∈W,ϕ,ψ∈F(Φ).等号右边的¬运算定义为¬x=1−x(x∈Fn),∧为实值线上关于通常序的下确界运算,→为单

位区间[0,1]上的 Lukasiewicz 蕴含算子[4−6,36]或 R0 蕴含算子[31,36](即 NM 蕴含算子[32]). 
在不引起混淆的情况下,我们将 e 与 e 不加区别,均用 e 表示.为了方便,以下用Δw 表示与 w 具有非零关系的 

可能世界之集,即Δw={u∈W|R(w,u)>0}(∀w∈W).此时有, 
e(w,□ϕ)=

wu Δ∈
∧ e(u,ϕ), 

且由定义 4 易证如下的推论: 
推论 1. 设 K=(W,R,e,Fn)是一个 n-值模态模型,则 

( , ) ( , ) ( , ),
( , ) ( , ),

wu

e w e w e w
e w e u

Δ

ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ϕ

∈

∨ = ∨
◊ = ∨  

其中,w∈W,ϕ,ψ∈F(Φ).等号右边的∨为实值线上关于通常序的上确界运算. 
例 1:在 n-值模态模型 K=(W,R,e,Fn)中取 n=2,则赋值域为 F2={0,1},且关系 R:W×W→{0,1}退化为 W 上的经

典二元关系,即 R⊆W×W,赋值映射为 e:W×Φ→{0,1}.此时,我们可将模型 K 中的{0,1}省略,记为 K=(W,R,e).需要

说明的是,这样的 2-值模态模型 K=(W,R,e)中的可能世界集 W 与二元关系 R 已与基本模型 M=(W,R,V)中的相同.
这里,e 和 V 虽然是表现形式不同的映射,但由以下分析可知,它们的本质是相同的. 

事实上,映射 V:Φ→P(W)可按如下方式诱导出映射 V*:W×Φ→{0,1}. 

* 1,   ( )
( , ) ,

0,  ( )
w V p

V w p
w V p

∈⎧
= ⎨ ∉⎩

 

且映射 V 与 V*分别按命题 1 与定义 4 中的递归方式进行扩张后,满足(详见命题 3 的证明): 
V*(w,ϕ)=1 当且仅当 w∈V(ϕ)当且仅当 M,w ϕ,w∈W,ϕ∈Form(◊,Φ). 

可见,映射 V 与 V*虽然定义方式不同,但在本质上是一致的.因此,我们将映射 V 与 V*等同看待. 
此外不难看出,映射 V*:W×Φ→{0,1}已经具有了 2-值模态模型中赋值映射的形式.故在上述 2-值模态模型

K=(W,R,e)中,不妨取 e=V*,则由上文分析知映射 e 与 V 一致,从而 2-值模态模型 K=(W,R,e)即成为基本模型.可见,
多值模态逻辑的语义是基本模态逻辑语义的推广. 

定义 5. 设ϕ∈F(Φ),如果对每个 n-值模态模型 K=(W,R,e,Fn)及任意 w∈W 均有 e(w,ϕ)=1,则称ϕ为 n-型有效

公式. 
命题 3. n-型有效公式是有效公式. 
证明:令公式ψ为 n-型有效公式.设 M=(W,R,V)是任意基本模型,则可作相应的 n-值模态模型 K=(W,R,e,Fn).

这里,W,R 与模型 M 中的一致,且赋值映射 e:W×Φ→Fn 定义为 
1,   ( )

( , ) .
0,  ( )

w V p
e w p

w V p
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 

以下用归纳法证明:若 V 与 e 分别按命题 1 与定义 4 中的递归方式进行扩张后,满足∀w∈W,∀ϕ∈F(Φ)均有 
 e(w,ϕ)=1 当且仅当 w∈V(ϕ) (3) 

由映射 e 的定义方式知,当ϕ为原子公式 p 时,公式(3)成立.设公式(3)对公式ϕ,ϕ1,ϕ2 成立,则由定义 4 及命题

1 可知,对公式¬ϕ,有 e(w,¬ϕ)=1 当且仅当 e(w,ϕ)=0 当且仅当 w∉V(ϕ)当且仅当 w∈W−V(ϕ)=V(¬ϕ).对公式ϕ1∧ϕ2,
有 e(w,ϕ1∧ϕ2)=1 当且仅当 e(w,ϕ1)=e(w,ϕ2)=1 当且仅当 w∈V(ϕ1)且 w∈V(ϕ2)当且仅当 w∈V(ϕ1)∩V(ϕ2)=V(ϕ1∧ϕ2);
对公式ϕ1→ϕ2,有 e(w,ϕ1→ϕ2)=1当且仅当 e(w,ϕ1)→e(w,ϕ2)=(1−e(w,ϕ1))∨e(w,ϕ2)=1当且仅当w∉V(ϕ1)或w∈V(ϕ2) 
当且仅当 w∈(W−V(ϕ1))∪V(ϕ2)=V(ϕ1→ϕ2);对公式□ϕ,有 e(w,□ϕ)=1 当且仅当

wu Δ∈
∧ e(u,ϕ)=1 当且仅当∀u∈Δw, 
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e(u,ϕ)=1 当且仅当∀u∈Δw,u∈V(ϕ)当且仅当Δw⊆V(ϕ)当且仅当 w∈V(□ϕ). 
综上可知,公式(3)对 F(Φ)中所有公式都成立. 
由于ψ是 n-型有效公式,则对上述的 n-值模态模型 K=(W,R,e,Fn),必有∀w∈W,e(w,ψ)=1.故由公式(3)得知, 

∀w∈W 均有 w∈V(ψ),从而 V(ψ)=W.因此,由基本模型 M 的任意性及命题 2 知,ψ是有效公式. □ 
注 1:有效公式不一定是 n-型有效公式,举反例如下: 
设ϕ=p∨¬p,则对任意基本模型 M=(W,R,V)均有 V(ϕ)=V(p)∪V(¬p)=V(p)∪(W−V(p))=W.可见,ϕ是有效公式.但 

当 n≥3 时,ϕ不是 n-型有效公式.事实上,在 n-值模态模型 K=(W,R,e,Fn)(n≥3)中取赋值映射 e 满足
1( , )

1
e w p

n
=

−
 

(w∈W),则 e(w,ϕ)=e(w,p)∨(1−e(w,p))= 1 2 2 1
1 1 1

n n
n n n

− −
∨ = ≠

− − −
.可见,ϕ不是 n-型有效公式. 

推论 2. 设ϕ∈F(Φ),则ϕ是有效公式当且仅当ϕ是 2-型有效公式. 
证明:由命题 3 及例 1 易得. □ 

3   多值模态逻辑中公式的真度 

本节尝试将计量化的思想引入到多值模态逻辑中.由上文可以看到,多值模态逻辑的语义具有局部化的特

点,即公式ϕ的赋值是局部化在某个可能世界 w∈W 处定义的.受此启发,在本节中,我们也从局部化着手,先在某

个可能世界处定义公式的局部化真度,继而推广为某种全局真度.为了讨论方便,我们只考虑可能世界集为有限

集的模态模型,即有限模型. 

3.1   模态公式的局部化真度 

设 W≠∅为有限可能世界之集,R:W×W→Fn(n≥2)是 W 上的 Fn 值二元关系,此时,由 W 与 R 可以得到一族 n-
值模态模型: 
 KW,R={K=(W,R,e,Fn)|e:W×Φ→Fn} (4) 
称 KW,R 为〈W,R〉n-型框架.当模型 K 在框架 KW,R 中变化时,可能世界集 W 与关系 R 均是固定的,而赋值映射 e 则

取遍所有可能情况. 
类似于一般 n-值命题逻辑,我们也想在多值模态逻辑中构造由公式诱导的映射.然而由引言得知,多值模态

逻辑中赋值映射 e 的特点决定了我们无法再利用公式(1)解决这一问题,必须另辟蹊径.值得注意的是,文献[36]
指出,在一般 n-值命题逻辑中,当公式ϕ=ϕ(p1,p2,...,pm)中含有 m 个原子公式 p1,p2,...,pm 时,ϕ按公式(1)诱导的 
映射成为ϕ :(Fn)m→Fn.这里, ϕ (y1,...,ym)恰为将ϕ(p1,...,pm)中的原子公式 p1,...,pm 分别用 y1,...,ym 取代所得,如

1 2p p∧ (y1,y2)=y1∧y2.受此启发,我们不妨从模态公式自身的构造出发来定义由模态公式诱导的映射.这里,有 3 

个相互制约的因素需要考虑: 
首先,多值模态逻辑中的赋值映射 e 由可能世界与模态公式同时决定,具有双重的变化因素.因此,在定义模

态公式诱导的映射时,我们当然也要考虑这一点.即任意模态公式所诱导的映射均与某个可能世界 w∈W 相关.
所以 ,本文定义的由模态公式ϕ所诱导的映射也是局部化的 ,是相对于某个可能世界 w ∈ W 而定义 
的.我们将这个映射记为 wϕ ,并称其为ϕ关于 w 的局部化映射. 

其次,在赋值域 Fn中没有与模态词□,◊配套的语义算子,因此对于一般的模态公式ϕ,我们当然不能简单地定

义ϕ诱导的映射即为将ϕ中的原子公式分别用 Fn中的变元取代所得.然而注意到,由定义 4可知,多值模态逻辑中

的赋值映射 e 虽然不是同态,但它关于第 2 个变量保持除模态词□,◊外的所有运算,且 e 关于形如□ϕ,◊ϕ的模态公

式的赋值可由 e 关于公式ϕ的赋值递归所得.因此类似地,在构造模态公式诱导的映射时,我们也采用递归的方

法,且这种递归方式必须与赋值映射 e 的递归方式保持统一.对于除模态词□,◊外的逻辑连接词,这种递归方式是 

显而易见的: ( )wϕ ψ∧ 可以递归定义为 ;( )w w wϕ ψ ϕ ψ∧ → 可以递归定义为 ;( )w w wϕ ψ ϕ→ ¬ 可以递归定义为 wϕ¬ ,
即 1− wϕ .对于形如□ϕ的模态公式,我们不妨通过公式ϕ关于那些与 w 有非零关系的可能世界的局部化映射来递

归定义 ( )wϕ ,即 ( )
w

uw u Δ
ϕ ϕ

∈
= ∧ .这样,我们便可以通过递归的方式定义所有模态公式在任意可能世界处诱导的 
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局部化映射.最重要的是,这种递归方式与赋值映射 e 的递归方式保持高度统一. 
最后,需要指出的是,对于由上述递归方式定义的局部化映射,我们是在〈W,R〉n-型框架下考虑的,此时,可能

世界集 W 与二元关系 R 是固定的,而赋值映射 e 则取遍所有可能情况.相应地,对于某一模态公式ϕ,我们应该考

虑ϕ关于 W 中所有可能世界的局部化映射;且由上述递归方式得知,我们应该保证同一模态公式关于 W 中每个

可能世界的局部化映射都具有共同的定义域.这就必然导致局部化映射中变元个数的增加.事实上,若|W|=k 且ϕ
含 m 个原子公式,则ϕ诱导的局部化映射将有 k⋅m 个变元. 

根据以上分析,我们引入模态公式诱导的局部化映射的定义. 
定义 6. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,w∈W={w1,...,wk},ϕ=ϕ(p1,...,pm)是 F(Φ)中含有 m 个原子公式 p1,...,pm 的模 

态公式,则ϕ可按如下递归方式诱导映射 wϕ :(Fn)k⋅m→Fn: 

1,1 1, 2,1 2, ,1 , ,

1,1 , 1,1 ,

1 2 1,1 , 1 1,1 , 2 1,1 ,

1

( ) ( ,..., , ,..., ,..., ,..., ) , , ( 1,..., , 1,..., ),

( ) ( ,..., ) 1 ( ,..., ),

( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ),

(

i m m k k m j i j iw

k m w k mw

k m k m k mw w w

p x x x x x x x w w p j k i m

x x x x

x x x x x x

Φ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

= = ∈ = =

¬ = −

∧ = ∧

→ 2 1,1 , 1 1,1 , 2 1,1 ,

1,1 ,

1,1 ,
1,1 ,

) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ),

( ,..., ),  
( ) ( ,..., ) .

( ,..., ),        
w

k m k m k mw w w

u k m wu
k mw

u k m w

x x x x x x

x x
x x

x x
Δ

ϕ ϕ ϕ

ϕ Δ
ϕ

ϕ Δ
∈

= →

∧ ≠ ∅⎧⎪= ⎨
= ∅⎪⎩

 

其中,(x1,1,...,xk,m)∈(Fn)k⋅m.称 wϕ 为公式ϕ关于可能世界 w 的局部化映射. 

需要指出的是,设公式ϕ=ϕ(p1,...,pm)含有 m 个原子公式,若 l>m,则我们也可以认为ϕ是含有 l 个原子公式的

模态公式,即ϕ=ϕ(p1,...,pl).事实上,可以给ϕ(p1,...,pm)交上 l−m 个形如 pi→pi(i=m+1,m+2,...,l)的公式而保持局部化 

映射 wϕ 的值不变,因为 ( ) 1i i wp p→ ≡ . 
例 2:设 W={w1,w2,w3},且

1 21 2 3{ , }, { }w ww w wΔ Δ= = ,分别求模态公式 p1∧p2,□p2,□□p1 与◊p1 关于 w1 的局部化映 

射,其中,p1,p2∈Φ. 
解: 

(i) 取 m=2,注意到此时 k=3,则
11 2( )wp p∧ :(Fn)3⋅2→Fn 为 

1 1 11 2 1,1 1,2 2,1 2,2 3,1 3,2 1 1,1 3,2 2 1,1 3,2 1,1 1,2( ) ( , , , , , ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) .w w wp p x x x x x x p x x p x x x x∧ = ∧ = ∧  

(ii) 取 m=2,则
12( )wp :(Fn)3⋅2→Fn 为 

1 1 2
1

2 1,1 3,2 2 1,1 3,2 2 1,1 3,2 2 1,1 3,2 1,2 2,2( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) .
w

w u w wu
p x x p x x p x x p x x x x

Δ∈
= ∧ = ∧ = ∧  

(iii) 取 m=1,则类似于(ii)可知
11( )wp :(Fn)3⋅1→Fn 为 

1 1 2 31 1,1 2,1 3,1 1 1,1 2,1 3,1 1 1,1 2,1 3,1 1 1,1 2,1 3,1 1,1 2,1 3,1( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) .w w w wp x x x p x x x p x x x p x x x x x x= ∧ ∧ = ∧ ∧  

(iv) 取 m=1,则
11( )wp◊ :(Fn)3⋅1→Fn 为 

1 1
1

1 2

1 1,1 2,1 3,1 1 1,1 2,1 3,1 1 1,1 2,1 3,1

1 1,1 2,1 3,1 1 1,1 2,1 3,1 1,1 2,1

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) 1 (1 ( ) ( , , ))

                               ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) .

w
w w uu

w w

p x x x p x x x p x x x

p x x x p x x x x x

Δ∈
◊ = ¬ ¬ = − ∧ −

= ∨ = ∨
 

注 2:由定义 6 及例 2 可以看到,原子公式关于 w 的局部化映射实际上只由一个变元决定,且当公式

ϕ=ϕ(p1,...,pm)中不含模态词时,ϕ关于 w 的局部化映射至多由 m 个变元决定.此外,某一模态公式关于任意可能世

界的局部化映射都具有共同的定义域,这正与我们之前所希望的一致. 
现在,我们在模态公式诱导的局部化映射的基础之上,定义公式关于某个可能世界的局部化真度.注意到, 

|(Fn)mk|=nmk. 
定义 7. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,w∈W={w1,...,wk},ϕ=ϕ(p1,...,pm)是 F(Φ)中含有 m 个原子公式 p1,...,pm 的模

态公式,则ϕ关于可能世界 w 的局部化真度τw(ϕ)定义为 
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1

1

1

1( )
1 1

n

w wmk
i

i i
n n n

τ ϕ ϕ
−

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑  (5) 

例 3:设赋值域为 3
10, ,1
2

F ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,W={w1,w2,w3},且二元关系 R 满足 R(w1,w1)=1,R(w1,w2)=R(w2,w3)=
1
2

,其他情 

形 R 恒取 0.分别求模态公式 p1∧p2,□p2,□□p1 与◊p1 关于 w1 的局部化真度,其中,p1,p2∈Φ. 
解:注意到此时 n=k=3,且

1 21 2 3{ , }, { }w ww w wΔ Δ= = ,故由例 2 知: 

(i) 取 m=2,则
11 2( )wp p∧ :(Fn)3⋅2→Fn 为 11 2( )wp p∧ (x1,1,...,x3,2)=x1,1∧x1,2,故 

1

1

4
1

1 2 2,1 3,2 2,1 3,2

4
1

1 2 2,1 3,2 2,1 3,2 2,1 3,2 2,1 3,2

1( ) (1) (1,1, ,..., ) | ( ,..., ) 0, ,1 ,
2

1 1 1 1 1 1( ) ,1, ,..., , 1, , ,..., , , , ,..., ( ,..., ) 0, ,1
2 2 2 2 2 2

w

w

p p x x x x

p p x x x x x x x x

−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫∧ = ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎧ ⎫∧ = ∈ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎩ ⎭

.
⎫⎪ ⎪

⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

可见,
1 1

1 14 4 5
1 2 1 2

1| ( ) (1) | 3 , ( ) 3 3 3
2w wp p p p

− − ⎛ ⎞∧ = ∧ = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.故 

1

5 4
1 2 6

1 1 1 1 5( ) 3 1 3 .
3 2 6 9 18w p pτ ⎛ ⎞∧ = ⋅ + ⋅ = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(ii) 取 m=2,则
12( )wp (x1,1,...,x3,2)=x1,2∧x2,2.故,类似于情形(i),可得

1 2
5( )

18w pτ = . 

(iii) 取 m=1,则
11( )wp (x1,1,x2,1,x3,1)=x1,1∧x2,1∧x3,1.故,类似于情形(i),可得

1 1
1( )
6w pτ = . 

(iv) 取 m=1,则
11( )wp◊ (x1,1,x2,1,x3,1)=x1,1∨x2,1.故,类似于情形(i),可得

1 1
13( )
18w pτ ◊ = . 

命题 4. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,w∈W={w1,...,wk},ϕ=ϕ(p1,...,pm)是 F(Φ)中不含模态词的公式,则 

 ( )1 1

( )
1

1( ) |
1 1m

n

n

w wm F
i

i i
n n n

τ ϕ ϕ
− −

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑  (6) 

其中,
( )
| m

n
w F

ϕ 为 wϕ 在(Fn)m 上的限制. 

证明:由定义 6 及注 2 得知,由于ϕ中不含模态词,故ϕ关于 w 的局部化映射 wϕ 完全由其在(Fn)m 上的限制

( )
| m

n
w F

ϕ 决定,即 

1,1 1, ,1 , 1( )
( ,..., ,..., ,..., ) | ( ,..., ).m

n
w m k k m w mF

x x x x y yϕ ϕ=  

这里,存在某个 j∈{1,...,k}使得 w=wj,且对任意 i∈{1,...,m}有 yi=xj,i.故 

( ) ( )1 1
1 ( 1)

( ) ( )
| | ( 1,2,..., 1).

1 1 1m m
n n

mk m k m
w w wF F

i i in n i n
n n n

ϕ ϕ ϕ
− −

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

因此, 

 ( ) ( )1 11 1
( 1)

( ) ( )
1 1

1 1( ) | | .
1 1 1 1m m

n n

n n
k m

w w wmk mF F
i i

i i i in
n n n n n n

τ ϕ ϕ ϕ
− −− −

−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  □ 

注 3:若ϕ=ϕ(p1,...,pm)不含模态词,则由定义 6 中的递归方式易知,
( )
| m

n
w F

ϕ (y1,...,ym)实际上是将ϕ(p1,...,pm)中 

的 p1,...,pm 分别用 y1,...,ym 取代所得. 
另一方面,在一般 n-值命题逻辑中,公式ϕ可按公式(1)诱导一个映射ϕ :(Fn)ω→Fn,且文献[36]证明了当公式

ϕ=ϕ(p1,...,pm)中含 m 个原子公式时,此映射成为ϕ :(Fn)m→Fn.这里, ϕ (y1,...,ym)恰为将ϕ(p1,...,pm)中的 p1,...,pm 分

别用 y1,...,ym取代所得.这一点正与
( )
| m

n
w F

ϕ 一致.特别地,文献[36]在一般 n-值命题逻辑中按公式(2)定义了公式ϕ 

的真度τ(ϕ),且证明了此时 
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1

1

1

1( )
1 1

n

m
i

i i
n n n

τ ϕ ϕ
−

−

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑  (7) 

因此,我们有如下命题: 
命题 5. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,ϕ是 F(Φ)中不含模态词的公式,则 

τw(ϕ)=τ(ϕ),∀w∈W. 
证明:设ϕ=ϕ(p1,...,pm),由于ϕ不含模态词,故ϕ也是一般 n-值命题逻辑中的公式,且ϕ分别按定义 6 及公式(1) 

诱导映射 wϕ (∀w∈W)与ϕ .由注 3 的分析得知,
( )
| m

n
w F

ϕ ϕ= ,故由公式(6)与公式(7)得知: 

 ( )1 11
1

( )
1 1

1 1( ) | ( ).
1 1 1 1m

n

n n

w wm mF
i i

i i i i
n n n n n n

τ ϕ ϕ ϕ τ ϕ
− −−

−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  □ 

命题 6. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,W={w1,...,wk},则 F(Φ)中任意模态公式ϕ=ϕ(p1,...,pm)及∀w∈W,总存在一个

不含模态词的公式ψ=ψ(p1,...,pm′)(m′≥m)使得τw(ϕ)=τw(ψ). 
证明:首先用归纳的方法证明: 
对任意模态公式ϕ=ϕ(p1,...,pm)及∀w∈W,总存在一个不含模态词的公式ψ=ψ(p1,...,pm′)(m′≥m)使得 

 wϕ (x1,1,...,xk,m)≒ wψ (x1,1,...,xk,m′) (8) 

其中,≒是指当不考虑变量名的差别时,公式(8)中等号左右两边具有同样的形式(如 x1,1∧x1,2≒x2,1∧x2,2). 
对于原子公式 pi(1≤i≤m),该结论显然成立.设此结论对公式ϕ,ϕ1,ϕ2成立,不妨设ϕ,ϕ1,ϕ2均含有m个原子公

式.则任取 w∈W,分别存在不含模态词的公式ψ,ψ1,ψ2 使得公式(8)成立.不妨设ψ,ψ1,ψ2 均含有 m′个原子公式,则
对于公式¬ϕ,ϕ1∧ϕ2,ϕ1→ϕ2 分别有, 

1,1 , 1,1 ,( ) ( ,..., ) 1 ( ,..., )k m w k mw x x x xϕ ϕ¬ = − ≒ 1,1 , 1,1 ,1 ( ,..., ) ( ) ( ,..., ),w k m k mwx x x xψ ψ′ ′− = ¬  

1 2 1,1 , 1 1,1 , 2 1,1 ,( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., )k m k m k mw w wx x x x x xϕ ϕ ϕ ϕ∧ = ∧ ≒ 

1 1,1 , 2 1,1 , 1 2 1,1 ,( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ),k m k m k mw w wx x x x x xψ ψ ψ ψ′ ′ ′∧ = ∧  

1 2 1,1 , 1 1,1 , 2 1,1 ,( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., )k m k m k mw w wx x x x x xϕ ϕ ϕ ϕ→ = → ≒ 

1 1,1 , 2 1,1 , 1 2 1,1 ,( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ).k m k m k mw w wx x x x x xψ ψ ψ ψ′ ′ ′→ = →  

对于公式□ϕ,不妨设Δw={w1,w2,...,wt}≠∅(t≤k),且存在不含模态词的公式ψ1,ψ2,...,ψt(这里,我们仍假设ψ1,..., 
ψt均含有 m′个原子公式),使得

iwϕ (x1,1,...,xk,m)≒
iiwψ (x1,1,...,xk,m′)(i=1,2,...,t).由定义 6知,

iiwψ 与
jjwψ (i≠j)不含相同 

的变元,故 

1 21,1 , 1,1 , 1,1 , 1,1 , 1,1 ,( ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., )
t

w
k m u k m w k m w k m w k mw u

x x x x x x x x x x
Δ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∈

= ∧ = ∧ ∧ ∧ ≒ 

1 21 1,1 , 2 1,1 , 1,1 ,( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., )
tw k m w k m tw k mx x x x x xψ ψ ψ′ ′ ′∧ ∧ ∧ ≒ 

1 21 1 1,1 , 2 1 2 1,1 , ( 1) 1 1,1 ,( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ( ,..., )
t

m k tm m m k tm t t m tm k tmw w w
p p x x p p x x p p x xψ ψ ψ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − +∧ ∧ ∧ ≒ 

1 1 1,1 , 2 1 2 1,1 , ( 1) 1 1,1 ,

1 1 2 1 2 ( 1) 1 1,1 ,

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ( ,..., )

( ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ( ,..., ),

m k tm m m k tm t t m tm k tmw w w

m m m t t m tm k tmw

p p x x p p x x p p x x

p p p p p p x x

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − +

′ ′ ′ ′ ′ ′+ − +

∧ ∧ ∧ =

∧ ∧ ∧
 

其中,(x1,1,...,xk,tm′)是(x1,1,...,x1,tm′,...,xk,1,...,xk,tm′)的简写,ψi(p(i−1)m′+1,…,pim′)(2≤i≤t)为将ψi(p1,…,pm′)中的原子公式

p1,...,pm′分别替换为原子公式 p(i−1)m′+1,…,pim′后所得的公式. 
注意到,此时我们可以认为ψi(p(i−1)m′+1,…,pim′)(i=1,2,...,t)均是含有 tm′个原子公式 p1,...,ptm′的模态公式. 
综上可知,公式(8)对任意模态公式成立. 
现设ϕ=ϕ(p1,...,pm)为任意模态公式,w∈W.故由上述结论知,存在一个不含模态词的公式ψ=ψ(p1,...,pm′)(m′≥ 

m)使得 wϕ (x1,1,...,xk,m)≒ wψ (x1,1,...,xk,m′).注意到,当不考虑变量名的差别时, wϕ (x1,1,...,xk,m)与 wψ (x1,1,...,xk,m′)具有

完全相同的形式.特别地,由于m′≥m,由前文分析知,自然可认为ϕ也含有m′个原子公式.故,此时 wϕ 与 wψ 有相同
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的定义域,且 1 1

1 1w w
i i

n n
ϕ ψ− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(i=1,2,...,n−1).故由定义 7 可知,τw(ϕ)=τw(ψ). □ 

推论 3. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,w∈W,且ϕ是 F(Φ)中任意模态公式,则τw(ϕ)与|W|无关. 
证明:设ϕ为任意模态公式,由命题 6 知,存在一个不含模态词的公式ψ使得τw(ϕ)=τw(ψ).又有命题 5 知,由于ψ

不含模态词,故τw(ψ)=τ(ψ).这里,τ(ψ)是ψ在一般 n-值命题逻辑中的真度,自然与|W|无关. 
可见,τw(ϕ)也与|W|无关. □ 
命题 7. 设 KW,R 为〈W,R〉n-型框架,ϕ,ψ∈F(Φ),则∀w∈W 有: 
(i) 0≤τw(ϕ)≤1; 
(ii) τw(¬ϕ)+τw(ϕ)=1; 
(iii) τw(ϕ∨ψ)+τw(ϕ∧ψ)=τw(ϕ)+τw(ψ). 
证明:结论(i)显然成立. 

结论(ii):不妨设|W|=k 且ϕ含 m 个原子公式,由于 ( ) 1 wwϕ ϕ¬ = − ,故
1 11

1 1w w
i i

n n
ϕ ϕ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞¬ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(i=0,1,..., 

n−1),从而有, 
1 11 1

0 0

1
1 1

0

1 1( ) ( ) 1 ( ) 1
1 1 1 1

1                         1
1 1 1 1

1                         

n n

w w wwmk mk
i i

n

w wmk
i

i i i i
n n n n n n

i i i i
n n n n n

τ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −− −

= =

−
− −

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞¬ + = − ¬ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

∑ ∑

∑
1

1

0 1
                         1.

n

wmk
i

i
n n

ϕ
−

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

=

∑

 

结论(iii):不妨设ϕ,ψ均含 m 个原子公式,故由
1 1 1 1( ) ( )

1 1 1 1w ww w
i i i i

n n n n
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∨ + ∧ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(i=1,2,...,n−1)易知结论(iii)成立. □ 
定义 8. 设ϕ,ψ∈F(Φ).若对任意〈W,R〉n-型框架 KW,R 及∀w∈W 均有 wϕ ≒ wψ 恒成立,则称ϕ与ψ等价,记为ϕ≈ψ. 
定义 9. 设ϕ∈F(Φ).若对任意〈W,R〉n-型框架 KW,R 及∀w∈W 均有 wϕ ≡1,则称ϕ为永真公式. 

命题 8. n-型有效公式是永真公式. 
证明:设 KW,R 为任意〈W,R〉n-型框架,W={w1,...,wk},且ϕ=ϕ(p1,...,pm)为 F(Φ)中任意模态公式,则由命题 6 的证 

明知,∀w∈W,总存在一个不含模态词的公式ψ=ψ(p1,...,pm′)(m′≥m),使得 wϕ (x1,1,...,xk,m)≒ wψ (x1,1,...,xk,m′).下面用 

归纳的方法证明:此时,对 KW,R 中任意赋值映射 e,均有 e(w,ϕ)=e(w,ψ). 
对于原子公式 pi(1≤i≤m),该结论显然成立.设此结论对公式ϕ,ϕ1,ϕ2 成立,则任取 w∈W,分别存在不含模态

词的公式ψ,ψ1,ψ2,使得 e(w,ϕ)=e(w,ψ),e(w,ϕ1)=e(w,ψ1)且 e(w,ϕ2)=e(w,ψ2).则对于公式¬ϕ,ϕ1∧ϕ2,ϕ1→ϕ2 分别有: 
e(w,¬ϕ)=1−e(w,ϕ)=1−e(w,ψ)=e(w,¬ψ), 
e(w,ϕ1∧ϕ2)=e(w,ϕ1)∧e(w,ϕ2)=e(w,ψ1)∧e(w,ψ2)=e(w,ψ1∧ψ2), 
e(w,ϕ1→ϕ2)=e(w,ϕ1)→e(w,ϕ2)=e(w,ψ1)→e(w,ψ2)=e(w,ψ1→ψ2). 

对于公式□ϕ,不妨仍设Δw={w1,w2,...,wt}≠∅(t≤k),且存在不含模态词的公式ψ1,ψ2,...,ψt 使得 e(wi,ϕ)=e(wi,ψi) 
(i=1,2,...,t).故 

e(w,□ϕ)=e(w1,ϕ)∧e(w2,ϕ)∧...∧e(wt,ϕ) 
=e(w1,ψ1)∧e(w2,ψ2)∧...∧e(wt,ψt) 
=e(w,ψ1)∧e(w,ψ2)∧...∧e(w,ψt) 
=e(w,ψ1∧ψ2∧...∧ψt). 

综上并结合命题 6 的证明得知,上述结论对任意模态公式成立. 
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现设ϕ=ϕ(p1,...,pm)是 n-型有效公式,故对于上述〈W,R〉n-型框架 KW,R 中任意赋值映射 e 及∀w∈W 均有 e(w, 
ϕ)=1.此时,由上述结论知,存在一个不含模态词的公式ψ=ψ(p1,...,pm′)(m′≥m),使得 wϕ ≒ wψ 且 e(w,ψ)= e(w,ϕ)=1.
设 e(w,pi)=yi(i=1,...,m′),由注 3 可知,由于ψ不含模态词,

( )
| m

n
w F

ψ ′ (y1,...,ym′)实际上是将ψ(p1,...,pm′)中的 p1,...,pm′分 

别用 y1,...,ym′取代所得.故由前文分析可知,存在 j∈{1,...,k}使得 xj,i=yi(i=1,...,m′)且 
 1,1 , 1 1( ) ( )

( ,..., ) | ( ,..., ) | ( ( , ),..., ( , )) ( , ) 1.m m
n n

w k m w m w mF F
x x y y e w p e w p e wψ ψ ψ ψ′ ′′ ′ ′= = = =  (9) 

注意到,当赋值映射 e 在 KW,R 中取遍所有可能情形时,(y1,...,ym′)也取遍整个空间(Fn)m′,故
( )
| 1m

n
w F

ψ ′ ≡ ,从而

1wψ ≡ .再由 wϕ ≒ wψ 知 1wϕ ≡ ,从而由 w 的任意性可知,ϕ是永真公式. □ 

注 4:永真公式不一定是 n-型有效公式,举反例如下: 
设ϕ=◊(p→p).取 n-值模态模型 K=(W,R,e,Fn)及 u∈W 满足Δu=∅,则 e(u,ϕ)=

uv Δ∈
∨ e(v,p→p)=∨∅=0.可见,ϕ不是

n-型有效公式.但ϕ是永真公式,实际上,设|W|=k 且取 m=1,则∀w∈W 有 ( ( )) : k
n nwp p F F◊ → → 满足: 

• 当Δw=∅时, 1 1( ( )) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) 1k kw wp p x x p p x x◊ → = → = ; 

• 当Δw≠∅时, 1 1( ( )) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) 1
w

k kw uu
p p x x p p x x

∈Δ
◊ → = ∨ → = .故 ( ( )) 1wp p◊ → ≡ .可见,ϕ是永真公式. 

命题 9. 设ϕ,ψ∈F(Φ),则: 
(i) 若ϕ≈ψ,则对任意框架 KW,R 及∀w∈W 有τw(ϕ)=τw(ψ); 
(ii) ϕ是永真公式当且仅当对任意框架 KW,R 及∀w∈W 有τw(ϕ)=1; 
(iii) 若ϕ是 n-型有效公式,则对任意框架 KW,R 及∀w∈W 有τw(ϕ)=1. 
证明: 
(i) 不妨设ϕ与ψ含有相同数目的原子公式,则由ϕ≈ψ知,对任意框架 KW,R 及∀w∈W,当不考虑变量名的差别 

时, wϕ 与 wψ 总具有相同的形式.故结合公式(5)知,τw(ϕ)=τw(ψ). 
(ii) ϕ是永真公式当且仅当对任意框架 KW,R 及∀w∈W 有 1wϕ ≡ 当且仅当对任意框架 KW,R 及∀w∈W 有 

τw(ϕ)=1. 
(iii) 由结论(ii)及命题 8 易证. □ 

3.2   模态公式的全局真度 

若 W 与 W′是两个等势的非空集,则存在一一对应的 f:W→W′,那么,以 W 为可能世界集的 n-值模态模型

K=(W,R,e,Fn)自然可以转化为以 W′为可能世界集的 n-值模态模型 K′=(W′,R′,e′,Fn). 
这里,R′(w′,u′)=R(f −1(w′),f −1(u′)),且 e′(w′,p)=e(f  −1(w′),p)(p∈Φ). 
以下我们对这种仅仅是载体不同而结构完全相同的两个 n-值模态模型不加区分. 
设 KW,R={K=(W,R,e,Fn)|e:W×Φ→Fn}是〈W,R〉n-型框架.令 

 KW={KW,R|R:W×W→Fn} (10) 
并设|W|=k,则由上述分析可知,KW 实际上包含了全体具有 k 个可能世界的 n-值模态模型. 

由于关系 R:W×W→Fn 为有限定义域上的有限值映射,故|KW|有限. 
定义 10. 设 KW,R 是〈W,R〉n-型框架,其中,W 有限,ϕ∈F(Φ),则定义公式ϕ关于框架 KW,R 的真度为 

 ,
1( ) ( )

| |W R w
w WW

τ ϕ τ ϕ
∈

= ∑  (11) 

此外,设|W|=k,则定义公式ϕ的 k-全局真度为 

 
,

( )
,

1( ) ( )
| | W R W

k
W R

w Κ Κ
τ ϕ τ ϕ

Κ ∈

= ∑  (12) 

其中,KW 按公式(10)定义. 
需要指出的是,由推论 3 及定义 10 可以看到,虽然任意模态公式的局部化真度与可能世界集的势无关,但其

k-全局真度与|W|=k 是相关的,这一点与文献[37]中定义的模态公式的(n)真度一致.但本文定义的 k-全局真度与
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文献[37]中定义的(n)真度有着明显的区别: 
• (n)真度是基于基本模态逻辑的语义考虑的,而 k-全局真度是基于更一般的多值模态逻辑的语义考虑

的; 
• 模态公式的 k-全局真度是通过其局部化真度来定义的,而局部化真度又与模态公式诱导的局部化映射

密切相关,即 k-全局真度是从模态公式本身的结构出发考虑的;而模态公式的(n)真度是从有限模型中

满足该公式的可能世界在整个可能世界集W中所占的比重[37]这个角度来考虑的,二者的定义方式有着

本质的区别. 
与文献[37]类似,本文定义的 k-全局真度也满足:当某模态公式不含模态词时,其 k-全局真度与其在一般 n-

值命题逻辑中的真度一致,即有如下定理: 
定理 1(一致性定理). 若ϕ是 F(Φ)中不含模态词的公式,则 

τ(k)(ϕ)=τ(ϕ),k=1,2,... 
证明:设 KW,R 为任意〈W,R〉n-型框架,其中,|W|=k.由于ϕ不含模态词,故由命题 5 可知,∀w∈W 均有τw(ϕ)=τ(ϕ), 

因而 ,
1 1( ) ( ) ( ) ( )

| | | |W R w
w W w WW W

τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ
∈ ∈

= = =∑ ∑ .故由 W,R 的任意性可知: 

 
, ,

( )
,

1 1( ) ( ) ( ) ( ).
| | | |W R W W R W

k
W R

w wΚ Κ Κ Κ
τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ

Κ Κ∈ ∈

= = =∑ ∑  □ 

需要注意的是,当我们用公式(11)及公式(12)求模态公式的 k-全局真度时,计算过程是比较复杂的.而一致性

定理则保证了对于那些不含模态词的公式,其 k-全局真度可以转化为一般 n-值命题逻辑中的真度,从而可以用

公式(7)求解,这将大大简化计算过程. 
由命题 7 与命题 9 易证下面的结论成立: 
命题 10. 设ϕ,ψ∈F(Φ),则∀k=1,2,...,均有: 
(i) 0≤τ(k)(ϕ)≤1; 
(ii) τ(k)(¬ϕ)+τ(k)(ϕ)=1; 
(iii) τ(k)(ϕ∨ψ)+τ(k)(ϕ∧ψ)=τ(k)(ϕ)+τ(k)(ψ). 
(iv) 若ϕ≈ψ,则τ(k)(ϕ)=τ(k)(ψ); 
(v) ϕ是永真公式当且仅当τ(k)(ϕ)=1; 
(vi) 若ϕ是 n-型有效公式,则τ(k)(ϕ)=1. 

4   模态公式的真度在时态逻辑中的应用 

时态逻辑是模态逻辑的一种特殊形式[19,21].在时态逻辑中,模态词◊与□有了明确的含义,即: 
• ◊p 表示“在将来某个时刻 p 为真”; 
• □p 表示“在将来的每个时刻 p 都为真”. 
本文只考虑离散的有限时间系统,并用有限可能世界集表示时间.由前文分析知,我们可以对两个势相同的

的可能世界集不加区分,特别是对于有限模型,如果|W|=k,则可取 W=Wk={1,2,...,k}为标准论域.因此在本节中,我
们用 Wk={1,2,...,k}来表示时间.此时,由模态词◊与□的含义可以看出,如果 k 越大,则◊p 成立的可能性越大,而□p
成立的可能性越小.比如,用 p 表示“天气很冷”,如果 Wk 中以天为计算单位,则当 k 限制为 5 时□p 成立的可能性

很大;但若将 k 限制为 50 时,□p 成立的可能性明显减小.值得一提的是,本文引入的模态公式的真度概念恰好反

映了时态逻辑的上述特点. 
事实上,我们取赋值域为 F2={0,1},则在时态逻辑中,对于某个 2-值模态模型 K=(Wk,R,e,{0,1}),关系 R 是明

确的,即 

 
1,   

( , )
0,  

w u
R w u

w u
<⎧

= ⎨
⎩ ≥

 (13) 
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其中,w,u∈{1,2,...,k},则此时有如下结论: 
命题 11. 设 KW,R={K=(W,R,e,Fn)|e:W×Φ→{0,1}}是〈W,R〉2-型框架 ,其中 ,W=Wk={1,2,...,k},关系 R:W×W→ 

{0,1}按公式(13)定义,p∈Φ,则: 
(i) τW,R(□p)的值随 k 的增大而减小,且 

,lim ( ) 0.W Rk
pτ

→∞
=  

(ii) τW,R(◊p)的值随 k 的增大而增大,且 

,lim ( ) 1.W Rk
pτ

→∞
◊ =  

证明:只证明结论(i),结论(ii)类似可证.取 m=1,则∀i∈W={1,2,...,k}, ( )ip :{0,1}k→{0,1}为 

1 2 1 2 1 21
( ) ( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) .

k

k j k i i ki j i
p x x x p x x x x x x+ += +

= ∧ = ∧ ∧  

故
1

| ( ) (1) | 2i
ip
−

= ,从而
1

1
1 1( ) | ( ) (1) |
2 2i ik kp pτ

−

−= ⋅ = .因此, 

 , 1 2
1

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ... 1 0( ).
| | 2 2 2

k

W R w i k k
w W i

p p p k
W k k

τ τ τ − −
∈ =

⎛ ⎞= = = ⋅ + + + + → → ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  □ 

可以看到,命题 11 精确地反映了前文对时态逻辑中命题成立的可能性分析. 

5   结束语 

本文首先以
1 20, ,..., ,1

1 1n
nF

n n
−⎧ ⎫= ⎨ ⎬

− −⎩ ⎭
为赋值域,定义了多值模态逻辑的 n-值模态模型的概念,并构建了相应 

的语义理论,同时指出,这种语义是经典模态逻辑语义的推广;其次,在固定可能世界集W与二元关系R而让赋值

映射 e 自由变动的情况下,定义了〈W,R〉n-型框架的概念,并在该框架下用归纳的方法构建了由模态公式诱导的

关于某个可能世界 w∈W的局部化映射,从而给出公式关于 w的局部化真度,并指出任意模态公式的局部化真度

值与可能世界集的势无关,且证明了任意模态公式的局部化真度都可以转化为另一个不含模态词的公式在同

一可能世界处的局部化真度.在局部化真度的基础上,本文定义了模态公式关于〈W,R〉n-型框架的真度与 k-全局

真度,讨论了 k-全局真度的若干性质,并证明了一致性定理.即当某模态公式不含模态词时,其 k-全局真度与其在

一般命题逻辑中的真度一致;最后,本文将所建立的真度理论应用于时态逻辑中,指出本文定义的公式真度较好

地反映了时态逻辑的语义特点.关于模态公式的局部化真度以及全局真度如何诱导公式集 F(Φ)上的伪距离ρ,
使得(F(Φ),ρ)构成逻辑度量空间的问题,我们将于另文中讨论. 
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