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Abstract:  This paper proposes a modified immune clonal constrained multi-objective algorithm for constrained 
multi-objective optimization problems. By introducing a new constrained handling strategy to modify the objective 
values of individuals, the proposed algorithm optimizes the individuals with the modified objective values and 
stores the non-dominated feasible individuals in an elitist population. In the optimization process, the algorithm not 
only preserves the non-dominated feasible individuals, but also utilizes the infeasible solutions with smaller 
constrained violation values. Meanwhile the new algorithm introduces the overall cloning strategy to improve the 
distribution diversity of the solutions. The proposed algorithm has been tested on several popular constrained test 
problems and compared with the other two constrained multi-objective optimization algorithms. The results show 
that the optimal solutions of the proposed algorithm are more diverse than the other two algorithms and better in 
terms of convergence and uniformity. 
Key words: constrained multi-objective optimization; immune clonal; constrained handling strategy; constrained 

violation value; non-dominated solutions 

摘  要: 针对约束多目标优化问题,提出修正免疫克隆约束多目标优化算法.该算法通过引进一个约束处理策略,
用一个修正算法对个体的目标函数值进行修正,并对修正后的目标函数值采用免疫克隆算法进行优化,用一个精英

种群对可行非支配解进行存储.该算法在优化过程中,既保留了非支配可行解,也充分利用了约束偏离值小的非可行

解,同时引进整体克隆策略来提高解分布的多样性.通过对约束多目标问题的各项性能指标的测试以及和对比算法

的比较可以看出:该算法在处理约束多目标优化测试问题时,所得解的多样性得到了一定的提高.同时,解的收敛性

和均匀性也得到了一定的改进. 
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不失一般性,首先给出约束多目标优化问题的一个标准形式[1]: 
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其中,x=(x1,…,xn)是 n 维决策向量,xj 是第 j 个决策变量;X 为决策变量空间,u 和 l 为决策变量的上下界;F(x)为目

标函数向量,fi(x)为第 i 个目标函数值;gi(x)≤0(i=1,…,q)为第 i 个不等式约束,hj(x)=0(j=q+1,…,m)为第 j 个等式约

束.通常,等式约束将通过公式(2)转换为不等式约束. 
 |h(x)|−ε≤0 (2) 
其中,ε为一个小的松弛度值,根据情况通常取 0.001 或者 0.0001.当 x∈X 满足所有的约束条件 gi(x)≤0(i=1,…,q)
和 hj(x)=0(j=q+1,…,m)时,称 x 为可行解,所有可行解的集合记为 Xf. 

过去几年中,一些学者已经提出了许多经典的约束多目标优化算法.下面首先对约束条件的处理方法进行

介绍,之后回顾几种经典的约束多目标优化算法. 
通常,对约束条件的处理有两种方法:约束偏离值方法和约束偏离度方法. 
1) 约束偏离值方法[1−9] 
约束偏离值因为实现简单,使用最多.标准约束偏离值的计算方式如公式(3)所示: 
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其中,cj(x)为第 j 个约束偏离值,见公式(4); max
jc 为第 j 个约束偏离值的最大值,见公式(5);wj 为第 j 个约束函数的

加权值,通常
1

jw
q

= ;C(x)为个体 x 的约束偏离值. 
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对约束偏离值的处理方法分为两种:1) 将约束偏离值加到每个个体的目标函数值上,从而将约束多目标优

化问题简化为非约束多目标优化问题进行处理;2) 将约束偏离值看作一维目标函数值,从而使目标函数维数成

为 k+1 维,之后对新的目标函数空间进行非约束多目标优化. 
2) 约束偏离度方法[10] 
这种方法用的较少.用变量 v 标记个体 x 不满足的约束条件的个数,处理 v 的方法类似于处理上述方法 1)

中约束偏离值的方法. 
接下来,主要介绍几种已有的约束多目标优化算法. 
在文献[1]中,Venkatraman 等人将约束优化问题分为两个步骤进行优化:第 1 步寻找可行解,忽略目标函数

值,仅根据每个个体的约束偏离值对其进行等级分配,当种群中出现有可行解时进入第 2 步;第 2 步将约束值空

间和目标函数值空间合为一个空间,将问题转化为无约束的多目标问题进行优化.该方法比较容易理解和实现,
但当约束函数条件较多时,优化的目标函数空间迅速变大,从而严重影响了算法的性能.在文献[2]中,Deb等人在

NSGA-II 中采用一种新的选择策略,分为 3 种情况:1) 两个个体都为可行解时,选取非支配的个体;2) 两个个体

都为非可行解时,选取约束偏离值小的个体;3) 两个个体中,当一个为可行解,一个为非可行解时,选取可行解.这
种选择策略中,所有的可行解支配所有的非可行解.Li 等人在文献[3]中采用了同样的选择策略,并通过修正 PSO
算法来解决约束多目标优化问题.文献[4]中,Geng 等人提出了一个对非支配解的修正算子 SBMS.修正非支配

个体时 ,需要选择一个离其最近的可行非支配参考点 ,同时 ,在 NSGA-II 和约束选择策略的基础上提出了
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SMBS_MOEA 算法.Chafekar 等人在文献[5]中提出两个算子:1) OEGADO 算子,将约束多目标优化问题转换为

约束单目标优化问题,每个目标函数都有独立种群,用 GA 优化各个目标函数的种群;2) OSGADO 算子,用 GA 依

次优化同一种群中的各个目标函数.在文献[6]中,Young 分配给每个个体两个非支配等级:目标函数空间的非支

配等级 RO 和约束函数空间的非支配等级 RC.每个个体的混合非支配等级如公式(6)所示,其中,α为可行解在种

群中所占的比例. 
 RB=αRO+(1−α)RC (6) 

在文献[7]中,Liu 首先给每个个体分配两个变量:R(x)和 C(x).R(x)为个体 x 在种群中被支配的抗体的个数加

1,C(x)为公式(3)所求出的约束偏离值.之后为每个个体赋予一个适应度值,如公式(7)所示.其中,当种群中非支配

解的个数大于所要得到种群的个数时,则 w1=1,w2=0;如果不大于所要得到的种群的个数,则 w1=0,w2=1.此时,所
有的支配解进入下一代进化. 

 1 2

( ) ( )
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R C
= +

x x
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在文献[8]中,Jaddan 用罚函数法将个体在目标函数空间和约束函数空间的两个非支配等级加入个体的目

标函数空间中,同时加入了个体的约束偏离值,并引入一个自适应选择变量.在文献[9]中,Singh 在模拟退火算法

的基础上,用一种新的选择策略:1) 当 xold 为非可行解、xnew 为可行解时,xnew 优于 xold;2) 当 xold 为可行解、xnew

为非可行解时,xnew 被赋予一个被接受的概率;3) 当 xnew 和 xold 都为非可行解时,选择约束偏离值小的个体.在文

献[10]中,Isaacs 等人将每个个体违反约束的个数合并到目标函数空间中,在每一代中,将解分为可行解集 Sf 和

非可行解集 Sinf,在合并后的目标函数空间中,对每个解集中的每个个体进行非支配排序.在进行选取下一代时,
保留一定的选择份额给非可行解. 

以上算法为约束多目标优化问题的解提供了多种选择思路:在处理约束条件时,从最初的可行解支配所有

非可行解,到约束偏离值小的非可行解也可能支配可行解;使用的进化算法,从 GA,NSGA-II 再到 PSO 等.但是,
各种算法求出的最优解集的多样性和逼近性仍有待提高.文献[11]中,Woldesenbet 等人提出的约束多目标进化

算法采用了新的约束处理策略,通过一定数目的惩罚项对目标函数值进行修正,并从修正后的目标函数值中选

取一定数目的非支配解集作为父代,然后进行下一代优化.同时,还有一个精英种群来储存进化过程中出现的非

支配可行解.这种方法巧妙地解决了可行解和非可行解的选择问题,在进化种群中,既保留了可行非支配解,又
保留了约束偏离值较小且目标函数值较小的非可行解. 

免疫克隆算法[12,13]在求解多目标优化问题时,每次选取一定数目的非支配解集进入下一代优化,并且通过

克隆选择策略使得解集能够保持好的多样性和收敛性.由于文献[11]中所提出的约束处理策略能够很好地应用

到免疫克隆算法中,所以本文根据文献[11]中的约束处理策略,提出一种修正免疫克隆约束多目标优化算法. 
然而,文献[11]中的约束处理策略也存在不足之处,即通过该约束处理策略,在种群中无可行非支配解时,该

策略就已经使种群朝着搜索可行解的方向进化.因此,本文没有采取两步的策略.这一点在第 1 节从理论分析和

实验两个方面已给出了说明.同时,免疫克隆算法在求解约束多目标优化问题时,大多数文献的做法是将已求得

的可行非支配解进行克隆和变异等操作.而本文算法中,针对约束多目标优化问题,通过种群 ModNonPop 存储

修正后的非支配解,通过种群 FeaNonPop 存储可行非支配解集,在进行克隆操作时,我们经过大量的实验发现,
如果将种群 FeaNonPop 也进行克隆,优化过程中的可行非支配解集规模几乎将成倍上升,给后面的选择更新操

作造成了很大的压力,从而使算法花费大量时间在选择更新操作上.所以,本文并没有将种群 FeaNonPop 选入克

隆操作,从而提高了本文算法的执行效率和搜索能力.通过对约束多目标问题的测试,并与文献[11]中的算法和

NSGA-II 进行对比,表明本文算法在处理约束多目标优化测试问题时,所得解的多样性、收敛性和均匀性均得到

了很大提高,说明本文算法具有很好的多样性和均匀性保持能力以及较强的收敛能力. 
本文第 1 节详细介绍本文所提出的免疫克隆约束多目标优化算法.第 2 节给出约束多目标经典测试函数,

之后用本文算法、NSGA-II 约束多目标优化算法和文献[11]中约束多目标优化算法优化测试问题,并对测试结

果进行对比分析.第 3 节总结本文的工作. 
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1   免疫克隆约束多目标优化算法 

本文提出的修正免疫克隆约束多目标优化算法仍采用免疫克隆算法的框架,同时在优化过程中采用约束

处理策略对目标函数值进行修正.并且,设置一个大小为 N 的精英种群,用来存储可行非支配解集 FeaNonPop.
本文算法的主要目的是选取可行非支配解集 FeaNonPop 和目标函数值修正后的非支配解集 ModNonPop. 

文献[11]中的算法等采用两个步骤:1) 寻找可行解;2) 寻找可行非支配解.本文算法并没有采用这种方法,
原因如下: 

i) 理论分析:通过对以下本文所采用的约束处理策略的分析,当种群中无可行解时,约束处理策略给种群施 
加一个朝着可行解优化的趋势,使种群寻找可行解,这本身就替代了以上所提到的第 1)步; 

ii) 实验结果表明:每次实验的第 1 步都能找到可行解,从而跳过第 1)步. 
通过以上分析,本文直接采用免疫克隆算法的框架进行优化.同时,在不同的情况下,通过约束处理策略自

适应地调整种群进化趋势,并针对约束多目标优化问题的特点,设计了克隆、交叉、变异和选择等算子. 

1.1   克隆操作 

克隆算子在本文算法中对解的多样性分布和逼近性起着重要的作用,如文献[12,13].本文算法在对父代抗

体种群进行克隆时也采取整体克隆的方法,对父代的优势抗体种群进行 n 倍克隆,Pop={Pop,…,Pop}.这样省去

了为父代中的每个抗体分配适应度值的操作,使得算法更加简单.本文主要考虑两种克隆方法: 
1) 克隆非支配解集 ModNonPop 的同时,将精英种群中的可行非支配解集 FeaNonPop 复制进克隆后的种

群中,如式(8)所示: 
 { ,..., ,..., }

n k

Pop ModNonPop ModNonPop FeaNonPop FeaNonPop=  (8) 

其中,将非支配解集 ModNonPop 克隆 n 倍,将可行非支配解集 FeaNonPop 克隆 k 倍. 
2) 仅仅克隆非支配解集 ModNonPop.此时,精英种群只起到一种存储可行非支配解集 FeaNonPop 的作用,

该克隆过程如式(9)所示: 
 { ,..., }

n

Pop MonNonPop MonNonPop=  (9) 

通过大量的实验结果表明:方法 1)将可行非支配解集 FeaNonPop 克隆进种群 Pop,对优化结果帮助不大.同
时,由于可行非支配解集 FeaNonPop 的引入,使得优化过程中的可行非支配解集规模几乎成倍上升,给后面的选

择更新操作造成了很大的压力,从而使算法花费大量时间在选择更新操作上,即使当 k 为 1 时也是如此.因此采

用方法 2),仅仅考虑非支配解集 ModNonPop.具体操作过程见表 1. 

Table 1  Flow chart of the clone operation 
表 1  整体克隆算子 

算子. 整体克隆算子. 
nc:克隆倍数 
N:MonNonPop 种群大小 
Begin 

i=1; k=1; 
While i<=nc 
     For j=1:1:N 
        Pop(k)=MonNonPop(j); 
        k=k+1; 
     End 
     i=i+1; 
End 
Pop.size=k; 

End 
 

1.2   交叉、变异操作 

本文采用文献 [14]中模拟二进交叉 (SBX cross-over)算子 (如公式 (10)所示 )和多项式变异 (polynomial 
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mutation)算子(如公式(12)所示). 
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其中,aik,ajk(i≠j,k=1,…,n)是抗体 i,j 的第 k 个决策变量,r,u 是分布在[0,1]之间的随机数. 
 ( )k k k kv v u lδ′ = + −  (12) 

其中, 
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其中,δ1=(vk−lk)/(uk−lk),δ2=(uk−vk)/(uk−lk),u 是[0,1]间分布的随机数,uk 和 lk 分别为 vk 的上界和下界. 
交叉变异操作见表 2. 

Table 2  Flow chart of the crossover and mutation operations 
表 2  交叉变异算子 

算子. 交叉变异算子. 
pc:交叉概率 
pm:变异概率 
N:Pop 种群大小 
Begin 
     //交叉操作 

For i=1:2:N−1 
   For j=1:2:N−1 
      If random(⋅)<pc 
        对个体 Pop(i)和 Pop(i+1)的第 j 维变量进行交叉操作;
      End 
   End 
End 
//变异操作 
For i=1:1:N 
   For j=1:1:N 
      If random(⋅)<pm 
        对个体 Pop(i)的第 j 维变量进行变异操作; 
      End 

End 
End 

End 
 

1.3   选择操作 

本文算法的选择操作不像 NSGA-II 那样对种群每个个体分配非支配等级,然后根据非支配等级进行个体

选择,而是和文献[12,13]中一样,直接在种群中选取非支配抗体,这样有利于简化算法.本文算法包括两个选择操

作:选取可行非支配解集 FeaNonPop 和选取目标函数值修正后的非支配解集 ModNonPop.这两个选择操作如第

1.3.1 节和第 1.3.2 节所示. 
1.3.1   选取可行非支配解集 FeaNonPop 

首先从当代进化种群 Pop 中根据每个个体的约束偏离值选取可行解集 FeasiblePop,之后将 FeaNonPop 中

的可行非支配解也复制进可行解集 FeasiblePop中,在可行解集 FeasiblePop中根据每个个体的目标函数值选取

可行非支配解集 FeaNonPop.表 3 给出选取可行非支配解集的主要步骤. 
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Table 3  Flow chart of the selection of feasible non-dominated population 
表 3  可行非支配解集的选取操作 

算子. 可行非支配解集的选取. 
1) 从种群 Pop 中选取可行解集 FeasiblePop; 
2) 将父代 FeaNonPop 中的个体复制进种群 FeasiblePop 中; 
3) 从种群 FeasiblePop 中选取可行非支配解集 FeaNonPop. 

步骤 3)的操作细节如下: 
N:FeasiblePop 种群的大小 
Begin 
    将种群 FeasiblePop 中所有个体设为非支配解; 

For i=1:1:N 
   For j=1:1:N 
       If FeasiblePop(j)不是删除状态且 i!=j 
           If FeasiblePop(i)被 FeasiblePop(j)支配 
             设定 FeasiblePop(i)为支配解; 
             Break; 
           Else if FeasiblePop(i)与 FeasiblePop(j)相同 
                 设定 FeasiblePop(i)为删除状态; 
           End 
       End 
   End 
End 
从 FeasiblePop 中选取非支配解. 

End 
 

1.3.2   选择目标函数值修正后的非支配解集 ModNonPop 
首先,根据文献[11]中的约束处理策略,通过距离值(distance value)和惩罚项(two penalties)对当代进化种群

Pop 中每个个体的目标函数值进行修正,如公式(14)所示.然后,根据修正后的目标函数值,从种群 Pop 中选取非

支配解集 ModNonPop.具体选择操作与表 3 类似. 
 ( ) ( ) ( )i i if d p′ = +x x x  (14) 
其中,di(x)为个体 x 的第 i 维目标函数的距离值,pi(x)为个体 x 的第 i 维目标函数的惩罚项, ( )if ′ x 为个体 x 修正

后的第 i 个目标函数值. 
以下简要介绍距离值和惩罚项的计算方法. 
1) 距离值[11] 
根据种群中是否存在可行解,可以将距离值的求解分为两种情况:1) 不存在可行解时,距离值为非可行解

的约束偏离值;2) 存在可行解时,距离值是目标函数和约束偏离值共同作用的结果.下面为距离值的数学计算

公式: 

 
2 2

( ),                     if 0
( )

( ) ( ) ,  otherwisei
i

C
d

f C

α =⎧⎪= ⎨
+⎪⎩

x
x

x x
 (15) 

其中,di(x)为个体 x 的第 i 维目标函数 fi(x)的距离值,C(x)为个体 x 的约束偏离值,α为可行解的个数在种群中所 

占的比例. ( )if x 为个体 x 的第 i 维目标函数 fi(x)的归一化值,归一化过程如下所示: 

 
min

max min
( )( ) i i

i
i i

f ff
f f

−
=

−
xx  (16) 

其中, min
if 为种群中第 i 个目标函数值的最小值, max

if 为种群中第 i 个目标函数值的最大值.距离值的作用是: 
1) 对可行解不进行惩罚,仅对非可行解进行惩罚;2) 在非可行解中,约束偏离值大的个体受到的惩罚就越大. 

2) 惩罚项[11] 
可行解的惩罚项值为 0,下面讨论针对的都是非可行解.假定个体 x 为非可行解,其惩罚项 pi(x)的求解公式

如式(17)所示: 

 ( ) (1 ) ( ) ( )i ip C fα α′= − +x x x  (17) 
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其中,α为可行解在种群中所占的比例; ( )if x 为个体 x 的第 i 维目标函数 fi(x)的归一化值;C′(x)为修正的约束偏 

离值,如式(18)所示: 

 
0,         if 0

( )
( ),  otherwise

C
C

α =⎧′ = ⎨
⎩

x
x

 (18) 

其中,C(x)为个体 x 的约束偏离值.在α=0 即种群中没有可行解时,惩罚项值为 0.此时,仅靠距离值对目标函数值

进行修正;当α>0 时,如果α较小即种群中可行解的个数较少,则惩罚项侧重于对约束函数空间的惩罚,有利于种

群中的非可行解朝可行解的方向进化;如果α较大即种群中可行解的个数较多,则惩罚项侧重于对目标函数空

间的惩罚,有利于种群中个体朝目标函数值最优的方向进化[11]. 

1.4   算法的主要流程 

本节给出修正免疫克隆约束多目标优化算法的主要流程,见表 4. 

Table 4  Flow chart of modified immune clonal constrained multi-objective optimization algorithm 
表 4  修正免疫克隆约束多目标优化算法的主要流程 

算法. 修正免疫克隆约束多目标优化算法. 
Begin 

1) 初始化种群 Pop,并设定迭代参数 iger=1; 
2) 计算种群 Pop 的目标函数值、约束偏离度值; 
3) 根据步骤 2)中的信息,对种群 Pop 中每个个体求解修正后的目标函数值; 
4) 从种群 Pop 中选取可行非支配解集 FeaNonPop,并更新 FeaNonPop 的大小; 
5) 从种群 Pop 中选取非支配解集 ModNonPop,并更新 ModNonPop 的大小; 
iger=iger+1; 

While iger<=max_ger 
6) 克隆非支配解集 ModNonPop,使 Pop={ModNonPop,…,ModNonPop}; 
7) 对种群 Pop 进行交叉、变异;之后合并以前的非支配解集 ModNonPop,使得 Pop={Pop,ModNonPop}.
8) 进行步骤 2),步骤 3)~步骤 5)进行相同的操作. 
iger=iger+1; 

End 
End 

 

1.5   算法的复杂度分析 

设在每一代进化中,种群 FeaNonPop 和 ModNonPop 的规模都为 N,克隆倍数为 c,变量的维数为 n,约束维数

为 m,目标函数维数为 k,则: 
• 在每次克隆种群 ModNonPop 所用的复杂度为 O(cN); 
• 交叉操作所需复杂度为 O(ncN/2); 
• 变异操作所需复杂度为 O(ncN); 
• 计算种群 Pop 目标函数值和约束偏离值的时间复杂度为 O(ncN); 
• 合并种群 ModNonPop 所需复杂度为 O(nN+mN+kN); 
• 修正种群 Pop 中个体的目标函数值所需复杂度为 O(3k(c+1)N+2m(c+1)N); 
• 选取并更新可行非支配解集所需复杂度为 O((2c+6+kc+2k)N+k(c+2)2N2+(c+2)(k+1)Nlog2((c+2)N)); 
• 选取并更新非支配解集所需复杂度为 O((k+1)(c+1)N+N+k(c+1)2N2+(k+1)(c+1)Nlog2((c+1)N)). 

2   实验和分析 

2.1   测试函数 

本文选取 Deb 等人在文献[15]中提出的 6 个经典的最小化测试问题 CTP2~CTP7,这类问题比较容易陷入

局部最优,因而很难收敛到真正的 Pareto 前端,且这些测试函数随约束问题和约束中参数取值的不同相应的测

试难度也有所不同.在下面的测试问题中,CTP4 测试难度较大.6 个测试问题的数学模型如式(19)所示: 
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 (19) 

其中, 

 5 2
2( ) 1 [ 10cos(2 ) 10]i iic x x

=
= + − π +∑x  (20) 

其中,变量范围 x1∈[0,1],−5≤xi≤5,i=2,…,10,变量θ,a,b,c,d,e 的取值见表 5. 

Table 5  Variables set of test problems CTP2~CTP7 
表 5  测试问题 CTP2~CTP7 的变量设置 

测试问题 θ a b c d e 
CTP2 −0.20π 0.20 10 1 6 1 
CTP3 −0.20π 0.10 10 1 0.5 1 
CTP4 −0.20π 0.75 10 1 0.5 1 
CTP5 −0.10π 0.10 10 2 0.5 1 
CTP6 0.10π 40 0.5 1 2 −2 
CTP7 −0.05π 40 5 1 6 0 

CTP2 和 CTP7 最优解为间断的连续区域,CTP3~CTP5 最优解主要考虑几个离散点,CTP6 的最优解为连续

区域. 

2.2   性能度量 

本文采用 3 项测试指标来度量算法的性能,具体如下: 
1) 逼近性度量指标:世代距离(generational distance,简称 GD[16]) 
世代距离测量所得到的 Pareto 前端 PFknown 和真实前端 PFtrue 之间的距离,世代距离的值越小,说明所求得

的 Pareto 前端 PFknown 越接近 PFtrue,结果就越好.世代距离的数学表达式如公式(21)所示: 

 ( )1/

1

1 pn p
iiG d

n =
= ∑  (21) 

其中,n 是 PFknown 中个体的个数,p=2,di 是 PFknown 中第 i 个个体的目标函数向量到 PFtrue 中最近的那个个体的欧

氏距离. 
2) 分布性度量指标:空间度量(the spacing,简称 S[16]) 
空间度量指标用于度量 Pareto 前端 PFknown 分布的均匀性,其值越小,说明 PFknown 上解分布得越均匀.空间

度量指标的数学表达式如公式(22)所示: 

 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S d d
n =

= −
− ∑  (22) 

其中, 2 1 2 2min (| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |), , 1,..., ,i j i j
i jd f f f f i j n d= − + − =x x x x 是 di 的均值,n 是 PFknown 中个体的个数. 

3) 多样性度量指标:修正后的最大展布(MS′[17]) 
最大展布用于测量所求的 Pareto 前端 PFknown 覆盖真实前端 PFtrue 的程度,MS′的值越大,说明 PFknown 覆盖

PFtrue 的范围就越大,所求的解集就越好.最大展布 MS′的数学表达式如公式(23)所示: 

 

2

true known true known

1 true true

min[( ) ,( ) ] max[( ) ,( ) ]1
( ) ( )

M
i i i i

i i i

PF PF PF PF
MS

M PF PF=

⎡ ⎤−
′ ⎢ ⎥=
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∑  (23) 

其中, known( )iPF 和 known( )iPF 是 PFknown 中第 i 个目标函数的最大值和最小值.同样, true( )iPF 和 true( )iPF 是 PFtrue 中 

第 i 个目标函数的最大值和最小值. 
由于有些测试问题的 Pareto 前端是几个间断的点,此时,如果再采用空间度量指标和最大展布去测量所求
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得解集PFknown分布的均匀性和多样性,已显得不太合适,所以本文采用文献[18]中Xiao提出的方法,把测试问题

分为 3 组,对不同组的测试问题采用不同的评价指标. 

2.3   仿真结果及其分析 

与约束单目标优化算法[19,20]和无约束的多目标优化算法[21]不同,约束多目标优化算法更为复杂,求解更加

困难.为了说明本文算法的性能,将本文算法与NSGA-II约束多目标优化算法[2](以下简称NSGA-II算法)和文献

[11]中的算法(以下简称“文献[11]算法”)两种优秀的算法进行对比.NSGA-II 算法和文献[11]中算法参数的设置

如下:初始种群大小为 100,交叉概率为 0.9,交叉分布指数为 15,变异概率为 0.1,变异分布指数为 20.本文算法的

参数设置如下:初始种群个数为 400,交叉概率为 0.9,交叉分布指数为 15,变异概率为 0.1,变异分布指数为 20,最
大的可行非支配解集 FeaNonPop 大小为 100,修正非支配解集 ModNonPop 大小为 100.为了选择合适的进化代

数,本文测试了 3 种算法在不同的测试函数上的 GD 指标,代数范围在[1000~10000],每隔 1 000 代统计 1 次,独立

运行 50 次,取其均值.以 CTP2 测试函数为例,如图 1 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Average value of GD metric for CTP2 test function 
图 1  CTP2 测试函数的 GD 均值 

由图 1 可以看出,3 种算法在进化到 6 000 代时,GD 指标趋于稳定.根据该方法,为了得到每种算法在每个测

试函数上的最优解,这里设定 3 种算法迭代次数均为 10 000 次,对每个测试问题均独立运行 50 次.仿真结果如

图 2 和图 3 所示. 
在图 2 中,对于 CTP2~CTP5 这 4 个测试问题,阴影部分为可行目标空间.测试问题 CTP2 的 Pareto 前端都是

由许多不连续区域的点构成,该问题难度较大.由图 2 可以看出,对于 CTP2,3 种算法都能较好地收敛于 Pareto 前

端,且多样性和均匀性都比较好.而测试问题 CTP3~CTP5 的 Pareto 前端由一系列离散的点构成,相对于 CTP2 问

题难度更大.如何全面地找到这些点,是测试算法准确度的重要指标.对比图 2 可以看出,对于 CTP3~CTP5 这 3
种测试问题,3 种算法都能较好地收敛于 Pareto 前端.然而与其他两种算法相比,本文算法找到的离散解的个数

明显多于 NSGA-II 算法和文献[11]算法所找到的解,说明本文算法具有较强的搜索能力以及较好的保持多样性

的能力. 
图 3 为 3 种算法关于 CTP6 和 CTP7 的仿真结果,图 3 中阴影部分为这两个测试问题的可行目标空间.由图

3 可以看出,其可行域是一系列不连续的带状区域.在求解 CTP6 时,很容易陷入局部最优,找到的解容易收敛于

Pareto 前端上方的曲线上;在求解 CTP7 时,不仅很容易丢失部分可行域,而且也容易陷入局部最优.比较图 3 中 3
种算法关于 CTP6 的仿真结果可以得出:对于解的多样性和收敛性,3 种算法的结果相似,但是文献[11]算法找到

的解的均匀性最差,NSGA-II次之,本文算法均匀性最好.对于测试问题CTP7,3种算法都较好地收敛到最优约束

Pareto 前端.为进一步对比几种算法的性能,根据第 2.2 节给出的评价指标对各测试问题的测试结果进行测试,
并得出 50 次独立运行结果的平均值和标准差,见表 6~表 8. 
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Fig.2  Simulation results of three algorithms on CTP2~CTP5 
图 2  3 种算法关于 CTP2~ CTP5 的仿真结果 
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Fig.3  Simulation results of three algorithms on CTP6 and CTP7 
图 3  3 种算法关于 CTP6 和 CTP7 的仿真结果 

Table 6  Performance metrics of the first group CTP test problems 
表 6  第 1 组 CTP 测试问题的各项性能指标 

世代距离 空间分布 离散区域的个数 
测试问题 算法 

Mean S.D. Mean S.D. Mean S.D. 
NSGA-II 3.56E−04 1.33E−05 0.002 5 1.52E−04 13 0 

文献[11]算法 1.14E−04 8.53E−06 0.003 0 1.30E−04 13 0 CTP2 
本文算法 8.48E−05 3.56E−06 0.001 7 1.66E−04 13 0 
NSGA-II 9.90E−05 4.59E−06 0.002 3 3.68E−04 7 0 

文献[11]算法 3.70E−03 1.01E−07 0.002 6 1.60E−04 7 0 CTP7 
本文算法 9.38E−05 2.39E−06 0.001 2 1.01E−04 7 0 

Table 7  Performance metrics of the second group CTP test problems 
表 7  第 2 组 CTP 测试问题的各项性能指标 

世代距离 离散点的个数 
测试问题 算法 

Mean S.D. Mean S.D. 
NSGA-II 2.40E−03 7.12E−04 13.58 0.758 4 

文献[11]算法 2.60E−03 7.43E−04 9.9 2.901 4 CTP3 
本文算法 2.50E−03 6.05E−04 14 0 
NSGA-II 2.50E−03 7.81E−04 12.3 1.865 4 

文献[11]算法 4.50E−03 1.10E−03 7.38 2.954 7 CTP4 
本文算法 3.00E−03 4.51E−04 13.82 0.437 5 
NSGA-II 3.04E−04 8.79E−05 13.52 2.401 

文献[11]算法 4.07E−04 1.92E−04 9.5 4.136 7 CTP5 
本文算法 2.32E−04 1.45E−05 14.88 0.385 4 
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Table 8  Performance metrics of the third group CTP test problems 
表 8  第 3 组 CTP 测试问题的各项性能指标 

世代距离 空间分布 最大展布 
测试问题 算法 

Mean S.D. Mean S.D. Mean S.D. 
NSGA-II 8.48E−04 6.51E−05 0.0135 9.55E−04 1 9.78E−07 

文献[11]算法 5.56E−04 5.19E−05 0.0131 1.10E−03 1 1.96E−02 CTP6 
本文算法 6.54E−04 2.32E−05 0.0042 7.00E−04 1 1.98E−07 

从表 6 可以看出,对测试问题 CTP2 和 CTP7,新算法的世代距离和空间分布的均值都明显小于 NSGA-II 算
法和文献[11]算法所得的结果,说明新算法优化所得的解集更接近真实 PFtrue,同时也说明本文算法所得的解集

分布的均匀性比 NSGA-II 算法和文献[11]算法要好.3 种算法每次都能找到所有的离散区域.对 CTP2 测试问题,
虽然文献[11]算法得到的解集空间分布的标准差最小,但其均值最大.尤其是对 CTP7 测试问题而言,虽然文献[11]
算法得到的世代距离的标准差明显低于本文算法和 NSGA-II 算法,但其世代距离的均值明显高于其余两种算法. 

从表 7 可以看出,对 CTP3~CTP5 测试问题,本文算法每次运行都能找到离散点的个数明显多于 NSGA-II
算法和文献[11]算法;尤其是对 CTP3 问题,本文算法每次运行都能找到全部的离散点,说明本文算法在多样性

保持方面要明显优于NSGA-II算法和文献[11]算法.同时可以看出,NSGA-II算法所得结果要优于文献[11]算法,
说明 NSGA-II 算法在多样性保持方面要优于文献[11]算法.同时,从 CTP3 和 CTP4 的世代距离的均值可以看

出,NSGA-II 算法的世代距离最小,说明 NSGA-II 所得解最接近真实解集 PFtrue.文献[11]算法在这 3 个测试问题

的表现最差.对 CTP5测试问题,本文算法所得解不仅最接近真实解集 PFtrue,而且多样性保持也最好.同时,由图 2
也可以看出,在 CTP5 的连续解区域,本文算法所得解分布的均匀性也是最好的. 

从表 8 可以看出,对 CTP6 测试问题,文献[11]算法所得解集的世代距离的均值最小,说明文献[11]算法所得

解最接近真实解集PFtrue,本文算法次之,NSGA-II最差.本文算法空间分布的均值明显要小于NSGA-II算法和文

献[11]算法,说明本文算法所得解分布的均匀性最好.从最大展布的标准差可以看出,本文算法和 NSGA-II 算法

几乎每次都能找着解的边缘,而文献[11]算法的稳定稍差. 

3   总结与展望 

本文首先简要介绍了已有的几种约束多目标优化算法,并根据已有算法的缺点提出了修正免疫克隆约束

多目标优化算法.通过引入约束处理策略,对种群中的个体的每一维目标函数值进行修正,并根据修正后的目标

函数值选择优势个体种群进入下一代进行优化.最后,通过对 CTP2~CTP7 问题进行测试,并与 NSGA-II 算法和

文献[11]算法进行比较,结果表明,本文算法在优化解集的多样性、真实解集的逼近性以及解分布的均匀性上都

得到了很大的提高. 
约束多目标优化目前所存在的问题仍然是约束处理策略的选取.支配可行解和非可行非支配解之间的选

取问题仍然是一个亟待解决的首要问题,是否根据不同的问题选取不同的策略,或者让约束处理策略根据问题

的不同自适应地去选取不同的策略,仍是今后的研究方向. 
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