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Abstract:  The current NURBS system is unable to design a B-spline minimal surface effectively which is 
required for engineering. This paper extends the Dirchlet approach, constructing Bézier minimal surface to the 
design of B-spline minimal surfaces successfully. The study also proposes a model of B-spline surface which 
interpolates its control net at the boundary, applying the derivative formulae and cutting-angle evaluation algorithms 
of B-spline basis. This approach transforms the problem of computing internal control points of the minimal surface 
to solving a system of linear equations, avoiding the bewilderment brought by a strong nonlinear problem and 
advancing operational efficiency greatly. Finally, with a large number of examples, the theory and algorithms are 
verified. 
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摘  要: 为弥补当前 NURBS 系统无法有效设计工程所急需的 B 样条极小曲面的缺陷,将构造 Bézier 极小曲面的

Dirichlet 方法成功地推广到了 B 样条极小曲面设计.提出了插值控制网格边界的 B 样条曲面模型,运用 B 样条基函

数的求导公式及求值割角算法,将计算极小曲面内部控制顶点的问题转化为一个线性方程组的求解,从而避免了强

非线性问题所导致的困惑,极大地提高了运算效率.最后,用大量实例对理论和算法进行了验证. 
关键词: 计算机辅助设计;Dirichlet 方法;B 样条曲面;极小曲面 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

给定空间一条可求长(可测)的 Jordan 闭曲线(无重点的连续闭曲线),寻找以此闭曲线为边界的曲面,使得该

曲面在所有具有相同边界的曲面中,其面积达到最小,这一问题称为极小曲面问题.由于比利时盲人物理学家

Plateau 对此的研究贡献,人们习惯上也把它叫做 Plateau 问题[1].这是微分几何领域中的一个经典难题. 
对这个问题的研究最早可追溯到 17 世纪.从那时开始历经 3 个多世纪,该研究在拓扑学和微分几何学中有
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了许多成果,并在现实世界得到了实际应用[2].极小曲面被广泛应用于建筑与飞机轮船制造业,在结构化学、材

料科学、动植物建模等领域也被应用到各种模型.特别地,极小曲面在现代索膜结构体系中占有非常重要的地

位,该体系起源于远古时代人类居住的帐篷,而现代索膜结构延用并发展了其构筑模式[2]. 
虽然极小曲面的研究集中在微分几何、偏微分方程等学科,但随着计算机图形对于真实性、实时性和交互

性要求的日益增强,几何设计对象向着多样性、特殊性和拓扑结构复杂性靠拢的趋势日益明显,图形工业和制

造工业迈向一体化、信息化和网络化步伐的日益加快,计算机辅助几何设计(CAGD)在近年来得到了发展,许多

学者转向研究 CAGD 领域的极小曲面.Farin 和 Hansford[3]针对曲面控制顶点提出了基于离散 Laplacian 算子的

有关网格生成法;Monterde 深入研究了 Dirichlet 能量函数[4],提出了与曲面相应的网格生成法,并与其他网格生

成法进行了细致比较[5].与此同时,国内也开展了温参数极小曲面[6]与有理 Bézier 极小曲面等[2]的研究. 
尽管极小曲面设计在 CAGD 领域已取得一些成果,但从总体上来说,其研究范围偏窄,与工程需要尚不适

应.特别是由于一般 B 样条曲线曲面对于控制网格边界的非插值性,B 样条基及其乘积积分的特殊复杂性, B 样

条极小曲面的数学模型尚未建立.这无疑是现行 NURBS 系统的一个严重缺陷.因此,从理论表示及实际算法上

将 Dirichlet 方法推广到 B 样条是十分必要的. 
本文给出了 Dirichlet 方法[4]的推广算法,应用于 B 样条极小曲面设计.该算法应用的有效作用是:首次在

CAGD 领域给出 B 样条极小曲面的有效设计,使原本不可能进行的工作变成可行,把这一工作的必要性变成了

现实性.Dirichlet 方法是将曲面面积函数近似转化为 Dirichlet 能量函数,从而得到极小曲面有效逼近的一种方

法.该方法的最大优势是将计算面积函数极小这个强非线性问题近似转化为线性问题,从而在一定精度的保证

之下减少计算量.本文基于构造插值控制网格边界的 B 样条曲面及设计 B 样条乘积积分等算法,将 Dirichlet 方
法成功地推广到 B 样条极小曲面,并通过大量实例进行验证,显示了算法的正确性与有效性. 

1   B 样条极小曲面的问题描述 

记 ,
1, 1{ }n m

ij i j= =P 为一张 B 样条曲面的控制顶点网,以 u,v 为参数,以 k,h 为阶数的 B 样条曲面可以表示为 

, , 1 1
1 1

( , ) ( ) ( ) , , , , .
n m

i k j h ij k n h m
i j

u v N u N v u u u v v v k n h m+ +
= =

= ∑∑ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤x P  

这里,{ui},{vj}为节点向量. 

B 样条极小曲面问题可以描述为:已知控制顶点网 ,
1, 1{ }n m

ij i j= =P 的 4 条边界的信息 1
1 1 1 1 2{ } ,{ } ,{ }m m n

j j nj j i i
−

= = =P P P , 
1
2{ }n

im i
−
=P 、两个参数方向的节点向量 1 1

2 2{ } ,{ }n k m h
i i j ju v+ − + −

= = 和 B 样条的相应阶数 k,h,求其余的内部控制顶点

1, 1
2, 2{ }n m

ij i j
− −
= =P ,使得 x(u,v)在所有拥有相同边界控制顶点、相同节点向量和相同阶数的 B 样条曲面中面积达到最小. 

2   B 样条极小曲面设计的 Dirichlet 方法 

由于从 4 条边生成的曲面必须以这 4 条边为边界,所以运用的 B 样条需要满足端点插值,即需要采用在两

个区间端点分别取 k−1,h−1 重节点向量的 k 阶与 h 阶 B 样条;又由于生成的极小曲面需要保证 C2 连续,同时为

了计算和讨论问题较为简洁,本文使用的 B 样条的节点向量在除区间端点以外的中间节点均取为重节点,特别

是中间节点取为均匀分割的形式(准均匀节点向量).不过对于一般形式的节点向量,结果也是类似的,只是在每

次 B 样条的相关运算时需判断系数的分母是否为 0;而且由于曲面 C2 连续的限制,所取的区间中间节点至多为

k−3 重. 
有鉴于此,节点向量{ui}需取为 u2=u3=…=uk<uk+1<…<un+1=un+2=…=un+k−1,{vj}需取为 v2=v3=…=vh<vh+1<…< 

vm+1=vm+2=…=vm+h−1.特别地 ,当 k<n 时 ,可取 , 1,2,...,
1k i

iu i n k
n k+ = = −

− +
;当 h<m 时 ,可取 ,

1h j
ju

m h+ =
− +

 

j=1,2,…,m−h,即准均匀节点向量. 
记 x(u,v)的面积为 A(x),由微分几何可知, 
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1
2 2( ) || || d d ( ) d d .u v

R R

A u v EG F u v= × = −∫∫ ∫∫x x x  

这里,R=[uk,un+1]×[vh,vm+1],E,F,G 是 x 的第一基本形式的系数. 
由于 B 样条基函数是无法用一步显式来表示与计算的多项式函数,以及 A(x)表达式的复杂性,直接求 A(x)

的极小值是一个复杂的强非线性问题,所以需要考虑其他方法.Monterde[4]深入地研究了 Dirichlet 能量函数,并
用其解决了 Bézier 极小曲面造型的问题.我们尝试在构造 B 样条极小曲面时运用类似的方法,即考虑由式(1)定
义的关于曲面的 Dirichlet 能量函数来代替面积函数. 

 2 21 1( ) (|| || || || )d d ( ( , ) ( , ))d d
2 2u v

R R

D u v E u v G u v u v= + = +∫∫ ∫∫x x x  (1) 

这个函数曾被 Douglas 用于解决 Plateau 问题,因为 Dirichlet 函数提供了曲面面积函数的一个上界,即 

2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) .
2

E GEG F EG +
− ≤ ≤  

所以对于任意控制顶点网 ,
1, 1{ }n m

ij i j= =P ,均有 A(x)≤D(x),该不等式成立当且仅当 E=G 和 F=0 同时满足,当且 

仅当该曲面为等温正则参数曲面. 
需要指出的是,Dirichlet 能量函数 D(x)依赖于曲面的参数化形式;而面积函数 A(x)不依赖于曲面的参数化

形式,它是曲面的内蕴几何量.因此,前者只能作为后者的一个近似度量. 
然而,以上两种函数都对应于一个B样条极小曲面,因为它们都定义在 3(n−2)(m−2)上,两个函数的值都依赖于 

(n−2)×(m−2)个内部控制顶点,且每个内部控制顶点都有 3 个坐标. 
由于这两个函数都是正函数的积分,均非负,因而可把它们都限制在一个紧集里.根据微积分学的一个经典

结论可知,它们的极小值均存在且可被取到. 
类似于 Monterde[4]处理 Bézier 极小曲面造型时所用的方法,本文也使用 Dirichlet 能量函数的梯度值为 0 

的条件来近似判断 Dirichlet 能量函数在何处取到极小值,由此可将“求控制顶点网 ,
1, 1{ }n m

ij i j= =P 使 Dirichlet 能量函 

数达到极值”的问题转化为关于控制顶点的一个线性方程组求解. 

记 1 2 3( , , )ij ij ij ijx x x=P ,由于 E(u,v)=(xu,xu),G(u,v)=(xv,xv),所以, 

( , ) ( , )2 , , 2 , .u v
u va a a a

ij ij ij ij

E u v G u v
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
x xx x  

因此,Dirichlet 能量函数(1)的梯度为 0,即 

 ( ) , , d d 0u v
u va a a

ij ij ijR

D u v
x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟= + =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫
x x xx x  (2) 

其中,a=1,2,3,i=2,3,…,n−1,j=2,3,…,m−1. 
我们将应用 B 样条基函数的求导公式: 

, , 1 1, 1
1 1

d 1 1( ) ( ) ( ).
d i k i k i k

i k i i k i

k kN t N t N t
t t t t t− + −

+ − + +

− −
= −

− −
 

在这个式子中,若某项系数的分母为 0,则整项取为 0.例如,当 ti+k−1−ti=0,则取 , 1
1

1 ( ) 0.i k
i k i

k N t
t t −

+ −

−
=

−
从上式可 

以计算出: 
2

, 1 1, 1
, , ,

1 1

( ) ( )d ( ) ( ) ( 1) ( ) .
d

i k i ka au
i k j h j ha a

ij ij i k i i k i

N u N u
N u N v e k N v e

x u x u u u u u
− + −

+ − + +

⎛ ⎞∂ ∂
= = = − −⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ − −⎝ ⎠

x x  

这里,ea 是三维基本单位向量,即 e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1). 
由于 

, ,
1 1

d ( ) ( ) ,
d

n m

u i k j h ij
i j

N u N v
u= =

= ∑∑x P  
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可得: 

, , , ,
1 1

, 1 1, 1 , 1 1, 12
, ,

1 1 1 1 1 1
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同理可得: 

, , , ,
1 1

, 1 1, 1 , 1 1, 12
, ,

1 1 1 1 1
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d d
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∑
 

因此,由公式(1)可知,Dirichlet 能量函数的梯度表达式为 

1 1

( ) .
n m

ij a
st sta

s tij

D M x
x = =

∂
=

∂ ∑∑x  

这里, 

1 1  , 1 1, 1 , 1 1, 12
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( )
                          ( 1) ( ) ( )

m n

h k

u v i k i k s k s kij
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i k i i k i s k s s k s

j h
i k s k

j h

N u N u N u N u
M k N v N v

u u u u u u u u

N v
h N u N u

v

+ + − + − − + −

+ − + + + − + +

−

+ −

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − − +⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟

− − − −⎢ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣

−

∫ ∫

1, 1 , 1 1, 1
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其中,a=1,2,3,i=2,3,…,n−1,j=2,3,…,m−1.从而,公式(2)可以简记为 

 
1 1

0, 2,3,..., 1, 2,3,..., 1
n m

ij
st st

s t
M i n j m

= =

= = − = −∑∑ P  (3) 

这个线性方程组的方程个数为(n−2)×(m−2),未知控制顶点数也是(n−2)×(m−2)个,从中即可求出曲面的内部

控制顶点. 

所以,这个算法的关键是求 .ij
stM 从 ij

stM 的表达式中可以看出,计算 ij
stM 的关键是计算

1 
, , 

( ) ( )dm

h

u
i k s ku

N u N u u+

∫
这类积分.与 Bézier 基函数可以直接精确快速积分不同,Ni,k(u)虽然是 k−1 阶多项式,但其没有简单的显式表达

式,所以对于 Ni,k(u)的精确积分是非常困难的,而且由于 B 样条基函数的二重乘积 Ni,k(u)Ns,k(u)不能像 Bézier 基
函数二重乘积一样直接转化为一个更高阶的 B 样条基函数,一个方案是使用 Mørken[8]方法将 B 样条基函数的

乘积转化为一组 B样条基函数的线性组合,但由于这种方法在实际应用中计算量过大,导致计算速度极其缓慢、

效率过低.因此,本文在计算这类双重乘积的积分时用了数值积分中的复化柯特斯公式,因为柯特斯公式有 5 次

代数精度,而由于一般曲面造型都是用双三次曲面或者双四次曲面,所以用这种数值积分方法可以达到很高的

精确度. 
需要指出的是,在这个算法中需要计算 B 样条基函数很多次,而 B 样条基函数是递归定义的,如果直接按定

义进行计算,计算量非常大.所以我们借鉴于 B 样条曲线求值的割角算法,提出如下的 B 样条基函数求值算法,
以提高计算速度. 

B 样条基函数求值算法. 若 t∈[tj,tj+1],k≤j≤n,那么 [ 1]
, ( ) ( )k

i k jN t p t−= .这里, 

[0] 1,   
( ) ,

0,  1, 2,..., 1, 1,...,s
s i

p t
s j k j k i i j

=⎧
= ⎨ = − + − + − +⎩

 

[ ] [ 1] [ 1]
1( ) ( ) ( ), 1,2,..., 1, 1, 2,..., .r r ri i k r

s l l
i k r i i k r i

t t t tp t p t p t r k i j k r j k r j
t t t t

− −+ −
−

+ − + −

− −
= + = − = − + + − + +

− −
 

运用这种方法,我们快速、有效地计算出 ij
stM ,然后可以将方程组(3)改写为 
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1 1 1

1 1 1 1
2 2 1 2

( ) ( ) , 2,3,..., 1, 2,3,..., 1.
n m m n

ij ij ij ij ij
st st t t nt nt s s sm sm

s t t s
M M M M M i n j m

− − −

= = = =

⎛ ⎞
= − + + + = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑ ∑ ∑P P P P P  

这个方程组的右边项都只包含边界控制顶点 ,而系数矩阵是一个 (n−2)×(m−2)的方阵 ,可以从中解出

(n−2)×(m−2)个内部控制顶点,进行有效的近似极小曲面造型. 

必须注意,由于 ij
stM 仅与 k,h 以及 u,v 两个方向上的节点向量有关,若限定这些变量,例如使用区间为[0,1]的

准均匀节点向量,取 k=h=4,则本方法适用于使用范围最广的双三次曲面, ij
stM 是可以进行预计算的.如此即能大 

幅度缩短实现算法所用的时间. 

3   若干实例 

以下实例中均使用区间为[0,1]的准均匀节点向量,程序由 Matlab2009a 编写运行. 
例 1:给定所求曲面的控制顶点矩阵(Pij)3×3: 

( 1, 1,0) ( 1,0,1) ( 1,1,0)
(0, 1,1) Unknown (0,1,1) .
(1, 1,0) (1,0,1) (1,1,0)

− − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

此时,k=h=n=m=3,B 样条曲面为控制顶点个数为 3×3 的一张双二次曲面.其中,需要求的内部控制顶点只有

一个 P22,所以公式(1)只包含一个式子.由程序可以计算出未知的内部控制顶点为 P22=(0,0,−0.5),从而可以画出

所求的均匀 B 样条曲面,如图 1 所示.曲面面积为 4.201,曲面平均曲率绝对值的最大值为 1.698,平均值为 0.782. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  A biquadratic B spline surface of minimal area which has an unknown control point 
图 1  只含一个内部控制顶点的双二次 B 样条极小曲面 

例 2:给定所求曲面的控制顶点矩阵(Pij)4×4: 
( 1, 1,0) ( 1, 0.5,0.5) ( 1,0.5,0.5) ( 1,1,0)

( 0.5, 1,0.5) Unknown Unknown ( 0.5,1,0.5)
.

(0.5, 1,0.5) Unknown Unknown (0.5,1,0.5)
(1, 1,0) (1, 0.5,0.5) (1,0.5,0.5) (1,1,0)

− − − − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− −⎣ ⎦

 

用双二次均匀 B 样条曲面进行造型设计,即 k=h=3,n=m=4,控制顶点个数为 4×4.其中,需求的内部控制顶点

有 4 个,所以公式(1)包含 4 个式子,可以计算出这 4 个内部控制顶点为 
P22=(−0.5,−0.5,0.375), P23=(−0.5,0.5,0.375), 

P32=(0.5,−0.5,0.375), P33=(0.5,0.5,0.375). 
求出的 B 样条极小曲面如图 2 所示.曲面面积为 4.201,曲面平均曲率绝对值的最大值为 6,平均值为 1.408. 
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Fig.2  A biquadratic B spline surface of minimal area which has four unknown control points 
图 2  含 4 个内部控制顶点的双二次 B 样条极小曲面 

例 3:同样运用例 2 中的控制顶点矩阵,在本例中进行双三次均匀 B 样条曲面造型设计,即 k=h=n=m=4.与上

例一样,B 样条曲面的控制顶点个数为 4×4.其中,需要求的内部控制顶点有 4 个,可计算得到: 
P22=(−0.2756,−0.2756,0.1667), P23=(−0.2756,0.2756,0.1667), 

P32=(0.2756,−0.2756,0.1667), P33=(0.2756,0.2756,0.1667). 
求出的B样条极小曲面如图 3所示,其面积为 4.108,曲面平均曲率绝对值的最大值为 1.100,平均值为 0.524. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  A bicubic B spline surface of minimal area which has four unknown control points 
图 3  含 4 个内部控制顶点的双三次 B 样条极小曲面 

例 4:本例展示 n≠m 时的双三次 B 样条极小曲面造型结果.给定所求曲面的控制顶点矩阵(Pij)4×5: 
( 1, 1,0) ( 1, 3/ 7,2 / 7) ( 1,0,1) ( 1,3/ 7,2 / 7) ( 1,1,0)

( 3/ 7, 1,2 / 7) Unknown Unknown Unknown ( 3/ 7,1,2 / 7)
.

(3/ 7, 1,2 / 7) Unknown Unknown Unknown (3/ 7,1,2 / 7)
(1, 1,0) (1, 3/ 7,2 / 7) (1,0,1) (1,3/ 7,2 / 7) (1,1,0)

− − − − − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− −⎣ ⎦

 

本例中,k=h=4,n=4,m=5,B 样条曲面的控制顶点个数为 4×5.其中,需要求的内部控制顶点有 6 个,所以公式

(1)包含 6 个式子,由程序可以计算出: 
P22=(−0.3372,−0.7491,0.2341), P23=(−0.3481,0,0.1922), P24=(−0.3372,0.7491,0.2341), 

P32=(0.3372,−0.7491,0.2341), P33=(0.3481,0,0.1922), P24=(0.3372,0.7491,0.2341). 
求出的 B 样条极小曲面如图 4 所示,曲面面积为 4.294,曲面平均曲率绝对值的最大值为 5.960,平均值为

1.613. 
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Fig.4  A bicubic B spline surface of minimal area which has six unknown control points 
图 4  含 6 个内部控制顶点的双三次 B 样条极小曲面 

以上 4 个实例表明,运用 Dirichlet 方法所得到的近似 B 样条极小曲面效果较好,而且通过例 2 和例 3 的对

比可以看出,运用双三次 B 样条方法的效果远好于用双二次 B 样条方法的效果. 

4   总  结 

本文成功地将 Dirichlet 方法推广到 B 样条极小曲面造型设计,通过实例验证了算法的有效性和可行性,而
且在实用性最为广泛的双三次 B 样条曲面造型上取得了极好的效果.需要指出的是,虽然用 Dirichlet 方法进行

近似 B 样条极小曲面设计快速有效,但其本质上只是一种近似方法,离准确的极小曲面还存在一定的距离.如何

求解更准确极小曲面造型方法,是今后仍需要研究的方向. 

致谢  我们向对本文的工作给予支持和建议的同行表示感谢. 
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首届全国信息安全等级保护技术研讨会拟于 2012 年 4 月在广西桂林召开。本次会议由公安部网络安全保卫局等部门指导，中

科院信息安全共性技术国家工程研究中心主办，公安部第三研究所、中国信息安全测评中心和国家信息技术安全研究中心协办。 
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1) 等级保护标准支撑技术：包括基于《信息安全等级保护基本要求》、《信息安全等级保护安全设计技术要求》等标准，

研究计算环境安全、网络边界安全、通信安全和安全管理平台等技术、标准验证环境构建技术等。 
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保护支撑性技术和方法。 

3) 等级保护测评技术：包括标准符合性检验技术、安全基准验证技术、无损检测技术、渗透测试技术、逆向工程剖析技

术、源代码安全分析技术等。 

4) 等级保护的监管技术：包括用于支撑安全监管需求的敏感数据保护技术、安全态势评估技术、安全事件关联分析技术、

安全绩效评估技术等。 

5) 新技术应用环境的等级保护技术：包括云计算、物联网、三网融合、新媒体等新技术新环境下的等级保护支撑性技术，

等级保护技术体系在新环境下的应用方法等。 

6) 其他等级保护相关的安全技术和方法。 
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