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Abstract:  This paper presents a physically based simulation algorithm for animating viscous fluid. This algorithm 
introduces an equivalent energy model to couple diffusion processes and projection processes into a single linear 
system for solving together. This model implicitly solves the viscous term while simultaneously solving pressure to 
guarantee incompressibility of fluid. Furthermore it automatically captures the vital zero-traction boundary 
conditions, eliminating artifacts caused by directly approximating this boundary condition. Furthermore, this paper 
utilizes the physical information taken by particles to solve the advection term for battling numerical dissipation and 
constructs an implicit surface of fluid based on particles. Finally, the test results show the efficiency, accuracy and 
stability of the algorithm, and it can nicely simulate deformation characteristics of various viscous fluids, efficiently 
supporting variable viscosity. 
Key words: viscous fluid; Navier-Stokes equation; couple; numerical dissipation; zero-traction condition; 

particle 

摘  要: 给出一种基于物理的粘性流体模拟算法,该算法采用一种等价的能量模型将耗散过程与投影过程耦合入

一个线性系统中同时求解.实现了在全隐式求解粘性项的同时求解压力来保证流体的不可压缩性,并且自动捕捉了

至关重要的零应力边界条件,从而消除了由于直接近似该边界条件而导致的失真现象.此外,利用粒子携带的物理信

息来求解对流项以抑制数值耗散.同时,基于粒子构建流体的隐式表面.最后的实验结果显示出算法的有效性、精确

性及稳定性.该算法可以细致地体现各种粘度的流体的形变特征,并有效地支持可变粘性. 
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一直以来,流体模拟在与电影特效和视频游戏相关的工业中有重要的应用价值,也是计算机图形学中的研

究热点和难点.国内外多数研究者都诉诸于基于物理的方法,通过数值求解流体的控制方程——纳维-斯托克斯

方程(Navier-Stokes 方程,简称 N-S 方程)来体现贴近真实的流体运动,模拟流体的形变及其与不同介质的相互作

用.流体模拟的对象包含很多分类,粘性流是其中的重要分支,如蜜糖、牙膏、乳酪、熔岩等.粘性是流体动能耗

散快慢的度量,粘性越高,动能损失的速率越快,速度场的跳变被抹平的程度越强. 
本文的主要贡献在于:针对在欧拉网格上难以建立粘性流零应力边界条件的问题,提出了一种与粘性形变

中的能量损失相关的等价模型,该模型旨在将粘性项与压力项同时求解,于保证数值稳定性的同时维护了流体

的不可压缩性,并且隐式捕捉了全部边界条件,尤其是对零应力边界条件的捕捉,使算法可以模拟非常丰富的流

体形变,包括过去的绝大多数算法难以模拟或兼容的粘性卷曲、盘绕、滚动等现象,且能有效地支持可变粘性. 

1   相关工作 

在基于物理的流体模拟领域,国内外研究人员发表了大量的文献.Foster 等人[1]首次用三维的 N-S 方程模拟

流体的运动;而 Stam[2]用半拉格朗日平流实现了对流项的无条件稳定求解;Enright 等人[3]通过粒子水平集方法

精确地追踪流体表面;Muller 等人[4]用平滑粒子法模拟了水流的倾泻、飞溅等小规模细节;Losasso 等人[5]使用

了八叉树模型来适应性细化网格;Klingner 等人[6]通过动态非结构化网格精确模拟了流-固耦合现象.周世哲等

人[7]提出了多重网格法来实时模拟流体,柳有权等人[8]利用 GPU 实时模拟了中等规模的气流并在图像空间中

实现了对复杂边界的有效处理. 
如上所述,多数文献主要关注无粘流体的模拟.针对具有明显粘性的流体,Stam[2]提出了用隐式方法来稳定

求解粘性项,Goktekin 等人[9]通过添加源项成功地模拟了流体的粘弹特性;Carlson 等人[10]在离散粘性项时通过

对称加权法实现了对可变粘性的支持;Rasmussen 等人[11]引入了半隐式算法,该方法先对粘性应力张量中的非

对称元素进行显示推进求解,再对剩下的对称元素构造 3 个独立的线性系统来隐式求解;Rafiee 等人 [12]和

Bonito 等人[13]分别通过平滑粒子法和有限元方法来应对在规则网格上难以满足的粘性流自由边界条件. 

2   流体控制方程及数值方法 

不可压流体的 N-S 方程为 

 1 1 p
t ρ ρ

∂
= − ⋅∇ + ∇ ⋅ − ∇ +

∂
U U U fτ  (1) 

 ∇⋅U=0 (2) 
U 为速度场,其沿 x,y,z 坐标轴的 3 个分量分别为 u,v,w;ρ为密度;p 为压力;f 为外力(重力、浮力、表面张力等)
产生的加速度,∇=(∂/∂x,∂/∂y,∂/∂z)为梯度算子;τ为粘性应力张量,它是粘性系数μ及∇U 的函数. 
 τ=μ(∇U+(∇U)T) (3) 

符号 T 表示矩阵的转置.方程(1)为动量方程,描述了流体的动量守恒;方程(2)为连续性方程,规定了流体的

不可压缩性.标准的数值方法框架是用算子分割来求解方程(1),即首先忽略压力项,求解其他项,获得一个中间

速度 U*: 
 Uold=Un+Δt(−U⋅∇Un+fn) (4) 
 U*=Uold+Δt∇⋅τn/ρ (5) 
这里,n 作上标时表示第 n 个时间步.接着,结合方程(2)建立“投影”过程的线性系统,求解压力后再计算 Un+1: 
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公式(5)为求解粘性项(也称耗散项)的过程,对于粘性项,通常有 3 种离散化选择: 
(1) τ=μ(∇Uold+(∇Uold)T); 
(2) τ=μ(∇U*+(∇Uold)T); 
(3) τ=μ(∇U*+(∇U*)T). 
离散模型 1~离散模型 3 分别描述了显式、半隐式和全隐式的离散化思想.其中,全隐式模型的数值稳定性

最高,而且脱离了时间步长的束缚.因此,本文的算法旨在以全隐式的形式来离散化和求解粘性项,同时精确处

理难以在规则网格上满足的粘性边界条件,并且有效地支持可变粘性. 

3   粘性流体的边界条件 

流体要满足的首要边界条件为:流体不可进入非渗水型固体的内部.若固体界面的运动速度为 Usolid,单位法

向量为 n1,则流体在固体边界处满足绕流条件(Neumann 边界条件).对于静止的固体,该条件进一步简化为 
 Un+1⋅n1=Usolid⋅n1=0 (7) 

对粘性流而言,还要满足另一个边界条件:在流体自由表面处的任意位置,周围空气对其施加的应力为 0: 
Fsurface=σ⋅n2=0,σ=−pI+τ. 

这里,σ也称为柯西应力张量,I 为单位矩阵,n2 在这里表示流体表面的单位法向量.按流体模拟领域的一般观点,
可先忽略表面张力,认为自由界面处的压力为 0(Dirichlet 边界条件),代入公式(3),因此,零应力条件蜕变为 
 μ(∇U+(∇U)T)⋅n2=0 (8) 

该边界约束对于强粘性流体至关重要,因为它控制了粘性流自由表面的形变.一些常见的现象,例如柱状胶

水坠落在地面上,由于液体重力和地面支持力的双重作用,胶水会发生弯曲和盘绕的现象.然而,产生这种形变

的根源并非守恒律,而是由公式(8)描述的零应力条件.该条件可认为是空气与流体的两相流耦合作用. 
一般情况下,隐式模型需要将公式(8)描述的边界条件作为 Neumann 边界约束植入公式(5)的线性系统里求

解.但在过去的相关工作中,极少有能在规则网格上较为精确地满足这种边界约束的实例,其困难之处主要体现

在:(1) 显式离散τ会使 3 个速度分量紧密耦合,此时的求解难度极大;(2) 在粘性可变的情况下,显式离散会使线

性系统失去对称性,导致算法的时空复杂度剧增;(3) 在规则网格上估算法线,累积的数值误差会在之后的求解

步中进一步扩大.有些文献通过进一步简化边界条件(8)来求解,如 Rasmussen 等人[11]将该条件简化为∇U⋅n2.但
在实际的模拟中,这种边界条件会直接破坏粘性流体的旋转运动,但本文的算法可以避免这种失真现象的出现. 

综上,在规则网格上满足零应力约束(8)的局限性很大,因此本文设计了一种等价模型对其进行隐式处理. 

4   等价能量模型及其求解 

4.1   能量项及耗散与投影的耦合 

本文的算法借助了计算流体力学(computational fluid dynamics,简称 CFD)领域常用的能量守恒方程: 

21 ( ) : .
2

D e
Dt

ρ ρ⎛ ⎞+ = ⋅ + ⋅ ∇ ⋅ + ∇ − ∇ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

U F U U r r U H  

这里,e 为内能,H 为热流量,U⋅(∇⋅r)表示应力所做的功,r:∇U 表示形变时粘性力所做的功.本文定义向量算子 E: 

 1( ) ( ( ) )
2

TE = ∇ + ∇U U U  (9) 

则 r 及 r:∇U 可以表示为 
2
Frobenius2 ( ) : 2 ( ) : ( ) 2 || ( ) || .E p E E Eμ μ μ= − ⇒ ∇ = =r U I r U U U U  

这里,算子“:”表示矩阵的双内积运算(即Frobenius范数的平方).本文的算法便是借助于能量项 r:∇U来隐式捕捉

零应力条件(8).进而,为了使最终的速度场 Un+1 在满足条件(8)的同时满足质量守恒条件(2)与绕流条件(7),本文

不再用算子分割的思想来求解耗散过程(5)与投影过程(6),而是将这两个过程同时求解,则公式(5)与公式(6)的
耦合形式为 
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 1 1 1( ( ) )n old n n Tt t pμ
ρ ρ

+ + +Δ Δ
= + ∇ ⋅ ∇ + ∇ − ∇U U U U  (10) 

根据公式(10)和公式(9),可以得到: 

 1 *n t p
ρ

+ Δ
= − ∇U U  (11) 

 * *2old t tE pμ
ρ ρ

⎛ ⎞Δ Δ
= + ∇ ⋅ − ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
U U U  (12) 

4.2   等价模型及等价性证明 

定义算符||⋅||为求向量的模,则本文设计的等价模型如下: 

 
*

22
* 2 *

( , )
Frobenius

|| || 2old old

p fluid fluid fluid

t textreme p t E pρ ρ μ
ρ ρ

⎛ ⎞Δ Δ
− − − ∇ + Δ − ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

U
U U U U  (13) 

式(13)的含义即求 n+1 时刻的泛函数 U*与 P,使公式(13)的 3 个积分式的和取极值或达到驻点. 
证明:对该和式求极值,相当于直接求解方程(10),并满足公式(7)与公式(8)描述的边界条件. 
根据变分法的思想,引入二元标量函数 f(x,y): 

22
* 2 *

1 2 1 2
Frobenius

( , ) || || 2 .old old

fluid fluid fluid

t t t tf x y x p y q t E p x y qρ ρ Δ μ
ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞Δ Δ Δ Δ
= − + − − ∇ − ∇ + − ∇ + − ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫U U q U U q

 
这里,向量函数 q1 为任意向量场,标量函数 q2 为在自由界面处为 0 的标量场(与压力 p 性质相同).当公式(13)取
极值时,相当于 f(x,y)在(0,0)点也取到极值.因此,根据驻点的条件,f(x,y)对 x 的偏导数在 x=0 时值为 0,可以得到: 

 * *
1 1( ) 2 : ( ) 0T old

fluid fluid

tt E p Eρ μ
ρ

⎛ ⎞Δ
− + Δ − ∇ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫∫ ∫∫∫q U U U q  (14) 

注意:对于对称矩阵而言,算子“:”满足交换律与分配律.因为算子 E 总是产生对称矩阵,所以对定义在Ω上的

任意两个可微分的向量函数 A 与 B,结合散度定理(体积分到面积分的转化),可得到如下重要性质: 

 ( ) : ( ) ( ) ( )T TE E E E
Ω Ω Ω∂

= ⋅ − ∇ ⋅∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫B A B A n B A  (15) 

将性质(15)应用到公式(14)左手边第 2 个积分项上,便可以消去“:”算子,有 

 * * *
1 1 1 2( ) 2 0T old T T

fluid fluid surface

t tt E p E pρ μ μ
ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
− + Δ − ∇ ⋅ − ∇ + − ∇ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫q U U q U q U n  (16) 

由于向量 q1 是任意的,若要保证上式恒成立,则在公式(16)的所有体积分式中,与 q1 相乘的因式之和必为 0,
得到: 

* * * *( ) 2 0 2 .old oldt t tt E p E pρ μ μ
ρ ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ
− − Δ ∇ ⋅ − ∇ = ⇒ = + ∇ ⋅ − ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
U U U U U U  

因此,上式便是公式(12)所描述的耗散与投影的耦合形式. 
再看公式(16)中的面积分式.同理,被积函数也应该为 0,再结合公式(11)得到: 

 * 1 1
2 20 ( ( ) ) 0n n TtE pμ μ

ρ
+ +⎛ ⎞Δ

− ∇ ⋅ = ⇒ ∇ + ∇ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
U n U U n  (17) 

所以,公式(17)表明,公式(8)所描述的边界条件成立. 
同理,f(x,y)对 y 的偏导数在 y=0 时也为 0,得到: 

*
2 22 : ( ) 0.T old

fluid fluid

t tq p t E p E qρ μ
ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
∇ − ∇ − Δ − ∇ ∇ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫∫ ∫∫∫U U  

对第 1 个积分式应用散度定理展开,对第 2 个积分式应用性质(15),得到: 
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2 2 2

* *
2 2 22 2 0.

T old T old

Surface fluid

T T

fluid surface

t tq p q p

t tt q E p t q E p

ρ ρ
ρ ρ

μ μ
ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
− ∇ ⋅ − ∇ ⋅ − ∇ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
Δ ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ − Δ ∇ − ∇ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫

U n U
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注意,q2 在自由界面处为 0,所以上式第 1 个面积分项中只剩下在固体边界的面积分,接着代入公式(17),消
去上式的第 4 个积分项,然后再次应用散度定理展开第 3 个积分项,得到: 

* *
2 1 22 2 0.T old T old

Solid fluid

t t t tq p t E p q p t E pρ μ ρ μ
ρ ρ ρ ρ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ Δ Δ
− ∇ + Δ ∇ ⋅ − ∇ ⋅ − ∇ ⋅ − ∇ + Δ ∇ ⋅ − ∇ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫∫ ∫∫∫U U n U U  

类似地,由于 q2 在流体的内部是任意的,上式体积分和面积分的被积函数恒为 0,再结合公式(11)、公式(12),
可以得到: 

 * 12 0 0old nt t tp E pμ
ρ ρ ρ

+⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ Δ
∇ ⋅ − ∇ + ∇ ⋅ − ∇ = ⇒ ∇ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
U U U  (18) 

 * 1
1 12 0 0old nt t tp E pμ

ρ ρ ρ
+⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ Δ

− ∇ + ∇ ⋅ − ∇ ⋅ = ⇒ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

U U n U n  (19) 

公式(18)证明流体的不可压缩条件成立,而公式(19)则证明了公式(7)所描述的任意静态固体边界处的绕流

条件成立.对运动的固体,仅须计算每个与固体边界相交的网格单元中 Uold 通过固体界面的流量 F,然后将之后

第 4.4 节描述的线性系统的右手边向量的相应位置处加上 F 即可. 
综上,求解公式(13)等价于求解公式(10)所示的偏微分方程;并在保证流体不可压缩性的同时,自动满足了

自由界面处的零应力条件及任意静态固体边界处的绕流条件.至于与动态固体边界的耦合,已经不是本文的研

究重点. 

4.3   离散化策略 

设网格间距为Δx,为了在规则网格上离散公式(13)中的体积分式,本文定义了离散的体积微元 Vx,y,z:在以三

维坐标(x,y,z)为中心、边长为Δx 且各边沿网格方向的立方体中,Vx,y,z 表示包含在该“参考立方体”中的流体体积. 
一个快速计算Vx,y,z的方法就是将参考立方体看成 2×2或 3×3的网格,然后在每个网格单元的 8个顶点处计算(可
以通过插值来估算)到自由界面及固体边界的距离,进而根据这些有向距离的比值估算流体的体积比重.如图 1
所示.若要提高精度,可以考虑样条插值配合高斯积分的计算方法.在离散公式(13)时,积分式中的所有偏导数项

均采用标准中央差分来离散化.为简明起见,这里本文将压力项简写为 P*=(Δt/ρ)P,则公式(13)的前两个体积分

项的离散式为 
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 (20) 

公式(13)中的第 3 个积分项的离散较为复杂,但原理完全相同,只是这里的 V 值是根据以τ各分量的采样点

(如图 2 所示)为中心的参考立方体来计算.此外,本文在单元顶点处存储μ,其他位置的μ值可通过其周围顶点处

的μ取平均值求得.类似地,为简明起见,设μ*=Δt⋅μ,且将第 3个积分项的被积函数改写为 2μ*⋅E(Un+1):E(Un+1),则该

积分项的离散式为 
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注意,从算子 E 的定义可看出,E(A+B)=E(A)+E(B)且 E(A+B):E(A+B)=E(A):E(A)+2E(A):E(B)+E(B):E(B).以
此为依据将 Un+1=U*−∇P*代入到公式(21)中并展开,将结果与公式(20)合并,便得到最终的离散式,记为 M.在 M
中,会出现关于压力 P 的二阶导数.参考图 3 的 2D 模板,二阶导数的差分方法为: 
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Fig.1  Example of computing volume weights  Fig.2  Configuration for locations of various sample points 
图 1  体积权值计算示例                      图 2  各种采样点的位置配置 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  2D illustration of difference stencil and Dirichlet boundary conditions 
图 3  差分模板及 Dirichlet 边界条件的 2D 图示 

4.4   线性系统分析及求解 

离散式 M 是关于所有 u,v,w 及 P 的多元二次函数.根据极值的必要条件,用 M 对每个自变量求偏导数,并使

其为 0,这样便会形成一个驻点方程,而所有的驻点方程会形成一个线性系统.每一行的对角线元素为驻点方程

i+1, ji−1, j 

0

i−1, j−1 i, j−1

i, j 

u2u1

W=1/12 

3 /8x= Δ ∑V W

 

: P, ϕ, τ11=2μ∂u/∂x, τ22=2μ∂v/∂y, τ33=2μ∂w/∂z
: u, v, w 
: τ12=μ(∂u/∂y+∂v/∂x) 
: τ13=μ(∂u/∂z+∂w/∂x) 
: τ23=μ(∂w/∂y+∂v/∂z) 
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中被求导变量的系数,而非零的非对角线元素是与该变量产生耦合关系的相应变量的系数.如果用块矩阵的形

式来描述,则线性系统可表示为 

 *

old
p pU

T old
pU U

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

U

U

A A p DV U
A A U V U

 (22) 

在线性系统(22)中,矩阵 Ap 代表所有未知压力的耦合关系,这是一个对称的不定矩阵;矩阵 AU 代表所有未知速

度分量之间的耦合关系,是对称正定的矩阵;矩阵 ApU 代表速度分量与压力之间的耦合关.解向量[p,U*]T 由所有

未知的压力与速度分量组成;右边的 D 表示中央差分离散的散度算子矩阵;VU 是一个对角矩阵,每一行的对角

线元素表示以相应的速度分量为中心的参考立方体中流体的体积比重。注意:将每一个驻点的方程的两边同时

除以Δx3 后,体积微元 V 便可认为是参考立方体中流体的体积比重. 
直接求解系统(22)比较低效,然而由于 AU 是正定矩阵,它必然可逆,因此可以利用高斯块消去方法消去速度

U*,即将系统(22)的第 2 行两边同时左乘 ApU(AU)−1 后再与第一行相减,便得到关于 p 的线性系统: 
 1 1( )T old old

pU U pU p pU U U U
− −− −A A A A p = A A V U DV U  (23) 

线性系统(23)的系数矩阵是对称不定矩阵,这种类型的系统可以使用最小化残差算法(minimum residuals,
简称MINRES)[14,15]来高效地求解.得到压力场p的解后,将其回代入线性系统(22)中,由于AT

pU是个非常稀疏的矩

阵,回代的计算量很小,所以将p代入到系统(22)的第2行中,得到关于U*的线性系统: 
 * old T

U U pUV= −A U U A p  (24) 

线性系统 (24)是对称正定的系统 ,因此可以利用带预估解的共轭梯度算法 (preconditioned conjugate 
gradient,简称PCG)来高效求解得到U*.最后,根据公式(11),利用U*减去p的梯度(带因子∆t/ρ),得到最终的速度场

Un+1. 

4.5   Dirichlet边界条件的处理 

在等价模型中,P 在固体边界上满足 Neumann边界条件,而在自由界面处满足 Dirichlet 条件;相反,U*在自由

界面处满足Neumann条件,在固体边界处满足Dirichlet条件.本算法在固体边界处对U*应用粘性流无滑移条件,
如图 2 所示,将固体边界内部的“幽灵”速度值(即 u2)设为固体本身的速度(对静态固体可直接设为 0).对于位于

空气域中的幽灵压力值,如图 2 中的 Pi+1,j,本算法利用线性插值法在离散压力的梯度时消去 Pi+1,j 达到二阶精度

的离散.由于本文用水平集(level set)方法定义流体的有向距离场ϕ,因此对 Pi+1,j 的处理方法如下: 
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上式中的 k 为张力系数.本文用以上方法处理 Dirichlet 边界条件的目的是:(1) 使自由界面处压力梯度的离

散达到二阶精度[16];(2) 延伸流场,使流场变量平滑地过渡到非流体域中,提高数值的稳定性. 

5   对流项求解及体积误差的修正 

前面的内容描述了求解压力项与粘性项的耦合形式,现在来看对流项的求解.鉴于半拉格朗日法[2]会造成

严重的数值耗散,因此本文利用粒子携带的迎风方向的流场信息来求解对流项,从而抑制数值耗散,保留高频细

节且维持数值稳定.同时,本文通过计算各单元中心到周围粒子的包围球最短距离来更新ϕ函数,形成隐式表面

的采样数据.本文将粒子包围球的半径设为 0.5Δx.最后,本文算法在每个Δt 的大致流程如下: 
(1) 每个粒子携带一个速度信息UP且粒子根据速度UF平流,UF通过当前网格速度场的线性插值来计算; 
(2) 对每个粒子,根据其平流后的位置,通过线性权值将 UP 的贡献累加到 U*上; 
(3) 保存网格点的当前速度,记为 UAdvect=U*,接着添加外力加速度:U*=U*+Δtf; 
(4) 对流域内的所有单元,计算其不同采样点处的流体体积比重 V,方法同第 4 节所述; 
(5) 按第 4.4 节方法构造线性系统并求解,得到 U*和 P*,计算 Un+1=U*−∇P*.然后对每个网格点,计算速度
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场在求解线性系统前后的差值:ΔU=Un+1−UAdvect.然后,将 Un+1 线性外推[3]至邻近的空气域和固体域; 
对每个粒子,邻近的网格点将ΔU 线性插值到粒子位置，插值结果作为 UP 的增量. 

UP=UP+ * .pUΔ  

此外,由于网格分辨率有限,因此从网格插值到粒子时总会有数值误差,那么流体的体积误差也会随之逐渐

累积.体积流失现象在模拟低粘性流体和粘性变化很大的流体时比较明显.针对该弊端,本文采用了一种基于几

何的数值方法来修正体积误差:在每个求解步开始时,计算当前的流体体积 V0、Δt 时间(或 nΔt,n 为正整数且 
n≤3)后,计算流体体积 V1 与表面积 S1,然后计算Δϕ=(V0−V1)/S1,最后再将Δϕ加到距离场ϕ的每一个采样点上(单
元中心)即可.这里,本文用平滑 Heaviside 函数[17]H(ϕ)和 Heaviside 函数的导数——Dirac-delta 函数来计算流体

的体积与表面积.根据文献[17]中第 1.5 节所述,H(ϕ)={0|ϕ<−1.5Δx;1|ϕ>1.5Δx;0.5+ϕ/3Δx+(1/2π)sin(πϕ/1.5Δx)| 

−1.5Δx<ϕ<1.5Δx},而流体的体积与表面积的计算方法为 3 3( ( )) , ( ( )) | ( ) | .x xϕ ϕ ϕ′= Δ = ∇ Δ∑ ∑V H X S H X X  

6   实验与讨论 

本文的实验平台为 Intel 2.83GHz 4 核 CPU,3GB 内存,NVIDIA Geforce 8800GT 显卡,开发环境为 Cygwin,
使用的主要函数库为 MATLAB 与 OpenGL,所有计算程序均使用标准 C++编写.在渲染过程中,本文用 Marching 
Cube 算法从隐式表面数据中得到三角化的流体表面,然后利用渲染器 LuxRender 对三角化表面进行光线跟踪.
对于二维版流体的模拟,本文用 sprites 来绘制粒子.在三维情况下,每个网格单元中生成 8 个粒子,每个子单元中

随机生成一个;二维情况下每单元生成 4 个粒子.时间步长Δt 为 5 倍的 CFL 条件[1]所限制的步长. 
图 4 是对带状黏土坠落于地面的场景模拟,网格分辨率为 80×100×64,算法约在 4.3s~5.6s 内完成一个时间

步的计算.其中,求解线性系统的时间百分比约为 63.5%,而平流粒子并构建流体表面的时间百分比约为 23.5%,
求解对流项、添加外力加速度、外推速度场的时间占据了剩余的 13%;而渲染器大约每 90s 完成一帧的渲染.
图 4 左边的 3 帧图中,模拟的流体粘度较高,μ=120.从该实例可看到,流体有明显的弯曲.这是文献[10]、文献[11]
的算法无法模拟的现象,但文献[10]求解线性系统的总时间比本算法要少 15%左右,因为文献[10]采用了简化的

加权算法.图 4 右边的 3 帧图中,使用了较低的粘性系数:μ=15.可以看到,流体弯曲的程度大幅减少,更像是一种

坍塌的现象. 

           
Fig.4  A band of paste falls down onto the ground 

图 4  带状的黏土坠落于地面上 

图 5 是对柱状胶泥盘绕现象的模拟,网格分辨率为 90×60×50,μ=30,每个时间步约耗时 2.3s~3.5s.这里应用

了第 4.5 节所述的二阶 Dirichlet 边界条件,并计算了表面张力,张力系数 k=0.73.文献[9,18]的算法都能实现一定

程度的盘绕现象,但本算法可以模拟形变更自然、细节更丰富的盘绕。这是因为文献[9]的算法仅使用源项来添

加粘弹特性,而文献[18]的算法将耗散与投影分开求解，使得最终的速度场不严格满足零应力条件. 

         
Fig.5  A column of colloid coils up 

图 5  柱状胶体的盘绕 
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图 6是对乳酪融化现象的模拟.网格分辨率同图 5,每个时间步耗时 9.2s~10.3s.流体的粘性可变,且最外层的

粘性远低于深处的部分.求解线性系统时,MINRES 求解器收敛到 double 精度需要的迭代步数通常在 8 步~13
步左右.在这个实例中,本文测试了第 5 节的体积修正法.如预期的效果一致,流体可以长时间保持总体积无流失

状态. 

         
Fig.6  Simulation of cream melting 

图 6  乳酪融化的模拟 

图 7 给出了熔岩运动的 2D 实时模拟.网格分辨率为 40×25,μ=40.帧率为 26 帧/秒.实验结果显示,本文的算

法可以在粗糙的网格上精确地模拟粘性流沿斜坡滚动及沿高曲率固体边界变形的场景.该实例中,速度场可以

长时间保持无振荡出现,进一步验证了算法的稳定性.此外,本文特别指出如何处理一个Δx3 立方体中同时包含

液体、空气与固体的情况,如图 8 所示.此处计算体积权值时,将空气域看作液体域即可(因为空气中的采样点存

储了平滑延伸的流场变量).因此,图 8 右边单元中的 V 值相当于空气与液体的体积比重之和.如第 4.5 节所述,
压力在自由界面处满足 Dirichlet 条件,这种方法对压力而言不会降低精度;但速度在自由界面处却受 Neumann
条件的约束,会有精度的损失.然而,这种网格单元数量极少,最多形成几条“体素化”的空间曲线,所以并不影响

全局的精度. 

     
Fig.7  2D real time simulation of Lava rotating and stretching 

图 7  熔岩滚落、伸展的 2D 实时模拟 

 
Fig.8  Grid cells containing liquid, air and solid 
图 8  包含液体、空气与固体的网格单元 

7   结束语 

本文的主要贡献在于设计了一个等价的能量模型将粘性项与压力项同时求解,使最终的速度场既保持不

可压缩性,又满足自由界面处的零应力条件,并自动适应复杂的固体边界.未来的工作主要集中在: 
(1) 利用 GPU 的高并行性来加速粒子平流和矩阵求解; 
(2) 处理多相粘性流的情况以及多相粘性流与运动固体的双向耦合作用. 
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