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Abstract:  This paper presents a method to describe and extract the general feature structures based on the fuzzy 
theory. This paper first builds some fuzzy measure rules with three levels (the basic property Φ, the derived 
property ϒ , and the associated property Π ). With the aid of measure rules, the feature vectors are established for 
fuzzy membership calculation and the feature region extraction. The analysis demonstrates that this method can 
obtain the optimal division of the flows on the principle of the minimum square sum. Further, the experiments show 
that the extent of typical flow structures extracted by this method are more effective than existing methods. In 
addition, the transfer function can be more flexible in design to avoid the cluttering and occlusion problems, which 
must be solved when visualizing 3D flows. 
Key words:  flow fields; feature visualization; feature structure; fuzzy theory 

摘  要: 引入模糊理论对流场特征的描述,提出了一种流场特征区域描述与提取算法.通过采用模糊理论对流场

特征区域进行描述,从基本属性Φ、衍生属性ϒ、关联属性Π这 3 个层次建立了测度规则,然后对各规则分析建立了

相应的特征向量,并基于特征向量偏差给出了模糊测度隶属度的确定方法.理论分析表明,该描述与提取算法在最小

平方和准则下是对流场区域的最优模糊划分,并具有良好的划分性质.实验结果表明,与传统的提取方法相比,该方

法能够更准确地提取各种流场的典型特征区域,既可以有效地支持流场特征强度变化的定量分析,又易于设计转换

函数,从而有效地解决 3D 流场可视化存在的遮挡和混淆问题. 
关键词: 流场;特征可视化;特征结构;模糊理论 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

流场具有复杂的特征结构.特征可视化方法对于流场性质分析具有重要意义.随着计算机性能的不断提升,
流场计算模型精度越来越高,数值计算结果规模越来越大.庞大的数据规模、复杂的特征结构,使得流场的高质

量、实时交互式可视化面临严峻挑战.特征可视化方法通过对流场中复杂特征结构的描述,可以采用较少的几
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何绘制原语表示复杂的流场信息,在流场可视化方法中越来越得到研究人员的重视. 
特征可视化方法大致可以分为两类:基于临界点理论的拓扑分析方法和特定特征结构提取方法.拓扑分析

方法通过对不同类型临界点附近流线渐近行为的分析,得到流场的拓扑图.Helman 等人提出了矢量场拓扑结构

分析方法后[1],相关研究很多.Scheuermann 对 2D 平面矢量场中的高阶临界点和一阶连续性进行了研究[2,3]. 
Scheuermann 等人引入了有界区域流场这一概念,研究了有界区域 2D 矢量场的拓扑特征,得到了边界鞍型点、

边界源点以及边界汇点等类型[4].Tricoche 则研究了基于拓扑分析流场的复杂流场拓扑简化和时变流场的拓扑

跟踪方法[5,6].Weinkauf 等人基于矢量场拓扑构架,采用符号标记法对 3D 流场的拓扑结构可视化方法进行了研

究,对于研究 3D 流场拓扑性质起到了推动作用[7,8].拓扑分析方法主要侧重于研究流场的流线渐近性等定性性

质,但对流场特征的定量属性如强度、区域范围等缺乏有效的定义与描述,而这些属性与实际应用密切相关,如
台风强度、范围与其危害性紧密联系. 

特定特征的区域提取方法则主要针对流场的某种特定特征进行提取,目前主要集中于涡旋结构的提取[9].
在涡旋特征结构提取方法中,可提取涡旋特征区域的方法主要包括旋转参数(swirl parameter)方法[10]、λ2方法[11]

和流线方法[12]等.由于临界点本身的特殊性,其与流场特征结构有着紧密联系,比如,Globus 将涡旋核结构看作

由螺旋临界点出发的,沿第 3 个实特征向量的两条流线构成[13].同时,临界点本身就可被看作流场区域中的一种

特征.但目前,特征区域提取并没有考虑临界点理论,特征区域提取方法均从某特定特征性质出发,对于临界点,
如源点、汇点和鞍型点等重要特征区域无法进行有效提取.流场中包含非常复杂的特征结构,尤其是 3D 流场;
同时,流场所具有的矢量性也增加了特征结构统一描述的困难.模糊理论对于复杂现象和复杂结构具有较强的

描述能力,但在科学计算可视化领域有关应用研究相对较少. 
本文采用模糊理论对流场典型特征区域进行了统一描述,提出了一种基于模糊理论的流场特征区域提取

方法,实现了流场特征的自动、准确提取.首先,采用模糊理论对流场特征区域进行了重新定义,并将流场性质描

述变量分解为 3 个层次:基本属性Φ(包括位置 X 和速度 V)、衍生属性ϒ(从Φ进行推导得到的性质如梯度、涡度

等)和关联属性Π (流场内的其他物理属性变量);然后,从这 3 个层次建立了测度规则和相应的特征向量,并基于

特征向量偏差给出了模糊测度隶属度的确定方法;最后,给出了形式化的流场特征模糊提取算法 FEFR(fuzzy 
extraction of feature regions).理论分析表明,FEFR 算法在最小平方和准则下是对流场区域的最优模糊划分,并
具有良好的划分性质.实验结果表明,与传统的特征提取涡旋特征方法相比,FEFR 算法提取的涡旋特征区域更

为准确.同时,对于传统方法不能提取的其他典型特征区域,如临界点特征,FEFR 算法也能进行有效提取.基于

FEFR 算法提取的流场特征区域,可以容易地设计合适的转换函数对特征区域和背景区域进行区分绘制,从而

有效地解决传统流场可视化存在的遮挡和混淆问题. 

1   流场特征拓扑分析 

1.1   临界点分析 

流场拓扑分析的基础是微分方程的一些基本概念和定理.流场可定义为向量场中所有积分曲线即流线的

并集,临界点是向量场中流线唯一可能相交的点,在流场拓扑分析中占有重要地位.下面引入其定义[14]. 

定义 1(临界点(critical point)). 向量场 V 的一个临界点 x0 是向量的各个分量均为 0 的点: 0( ) 0,V x = 临界点 

又称为奇点(singular point)、不动点(fixed point)或平衡点(equilibrium point). 
根据临界点附近的流线渐近线,可将临界点周围流场分割为具有不同流场流线性质的扇区.这些扇区包括

3 类:抛物线型、双曲线型和椭圆型.在抛物线型扇区中,所有的流线或者起自该临界点,或者终止于该临界点.在
双曲型扇区中,除了分割线以外,所有流线都不经过该临界点;而在椭圆型扇区中,所有的流线均起始于该临界

点并终止于该临界点.可根据临界点附近速度场的特性对临界点进行分类.也可依据临界点处的偏导数矩阵

∇V=∂Vi/∂Xj 决定临界点的类型.偏导数矩阵特征值实部为正,表示矢量 V 从临界点发散;为负则表示矢量 V 向临

界点靠拢.共轭复数表示 V 是螺旋入或出.根据 V 的特征值,2D 临界点可分为源点、汇点(包括排斥聚点和吸引
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聚点)、马鞍点以及中心点这 4 类. 
对于 3D 流场临界点 x0,周围的扇区可以根据 x0 附近的一个曲面 s 上的入流与出流行为分为如下几类:入流

曲面 Cin、出流曲面 Cout 以及双曲型扇区和椭圆型扇区,如图 1 所示.入流曲面 Cin 和出流曲面 Cout 不能相交(属
于 2D 情况下的抛物型扇区类),中间为双曲型扇区和椭圆型扇区[7]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Sector classification of a 3D critical point 
图 1  临界点附近的扇区分类 

基于上述扇区分类,可以区分源点、汇点和鞍型点.源点和汇点有一个抛物型扇区,覆盖了曲面 s,分别如图

2(a)和图 2(b)所示,源点附近曲面 s 上的流线均起始于 s,而汇点附近曲面 s 上的流线则终止于 s.鞍型点则由一个

出流面和两个退化的入流面或一个入流面和两个退化的出流面组成,分别如图 2(c)和图 2(d)所示.图 2(c)中,上
下两端斜网格区域表示出流区,而中间斜网格表示入流区;图 2(d)的情况则相反.因此,一个鞍型点由两个双曲型

扇区组成. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Classification of critical points 
图 2  临界点分类 

1.2   拓扑图分析 

在传统的拓扑分析方法中,临界点、分界线和闭合流线构成了描述流线渐近行为的拓扑图.下面引入相关

基本定义[14]: 
定义 2(轨线(orbit)). 过向量场 V 中一点 x 的轨线可定义为如下映射: 

αx:R⊃I→R2, 

(a) Outflow sector (top shadowed area) inside Cout and inflow
sector (bottom shadowed area) inside Cin 

(a) 出流扇区 Cout(顶部阴影区域)和 
入流区域 Cin(底部阴影区域) 

(b) Hyperbolic sector between 
Cin and Cout 

(b) Cout 和 Cin 间的双曲型扇区

(c) Elliptic sector between 
Cin and Cout 

(c) Cout 和 Cin 间的椭圆型扇区

(a) Source 
 

(a) 源点 
 

(c) Saddle: a inflow sector and 
two degraded outflow sectors 

(c) 鞍型点:一个入流面和 
两个退化的出流面 

(d) Saddle: two inflow sector and
a degraded outflow sectors 
(d) 鞍型点:两个入流面和 

一个退化的出流面 

(b) Sink 
 

(b) 汇点 
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其中,αx(0)=x0, ( ) ( ( )),x t v tα α= ∀t∈I.对应于定常流场和非定常流场,轨线又可分别称作流线(stream line)和迹线 

(path line).由于本文主要研究定常流场条件下的特征影响范围,考虑上下一致性,不对轨线和流线进行区分,统
一采用流线描述. 

定义 3(分界线(separatrix)). 由马鞍点或边界马鞍点出发或终止的流线称为分界线. 
流场是有方向的矢量场,不同区域具有不同的流向属性,表现为区域中每个点有唯一一条流线穿过,不同流

线有不同的渐近行为.分界线的本质在于,它将向量场分解为有相同流线渐近行为的若干子区域,每个子区域内

的流线以同一临界点或极限环为其α-极限集或ω-极限集. 
定义 4(闭合流线(closed orbit)). 设 s 是向量场 V 中的一条积分曲线,若存在一个周期 t0∈R,t0≠0,使得

s(t+nt0)=s(t)对所有的 t 以及整数 n 成立,则称 s 为闭合流线. 
根据邻近流线渐近行为的不同,闭合流线又可分为极限环和同心闭轨.极限环根据其两侧流场的流线行为

又可以分为双曲型和非双曲型两种.在本文中,主要侧重于临界点分析,暂不考虑封闭流线的影响. 
对于图 3 中所示流场,其拓扑图如图 4 中的灰白色斜十字格纹理区域边界曲线所示,临界点与分割线将平

面流场分割为几个具有不同流动行为的区域:左侧的灰黑色反斜线纹理区域为出流区;右上侧的灰黑色斜线纹

理区域为入流区;中间的灰白色斜十字格纹理区域流场起自源点,终于汇点;右下角的灰黑色点状纹理区域自入

流点流入,从出流点流出. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

定义 5(拓扑图(topology graph)). 平面向量场中所有的临界点、分割线以及闭合轨线组成该平面向量场的

拓扑图. 
传统的拓扑分析方法侧重于流线渐近行为的研究,拓扑图将流场分割为有不同流线渐近行为的区域.但对

于流场中的典型特征区域,如涡旋、临界点等,则缺乏有效的描述方法,从而无法对流场特征结构、性质进行更

好的研究.同时,特征结构区域的难以确定,导致 3D 流场可视化中无法突出重点,遮挡现象严重影响了可视化效

果.考虑到临界点在流场拓扑分析中的重要性,本文基于临界点分类,将流场特征分为源、汇和鞍型这 3 种类型.
下一节将在此基础上采用模糊理论对特征区域的界定进行研究. 

2   特征区域模糊描述与测度 

流场特征结构比较复杂,特征区域精确界定困难,缺乏有效的统一描述.模糊理论对于复杂现象与结构具有

较强的描述能力,本节首先基于模糊理论对流场相关概念进行定义,并建立特征区域的提取规则,给出实现特征

区域的模糊界定方法. 

2.1   流场特征区域模糊描述 

定义 6(流场). 流场为特定区域 X 上具有基本属性Φ、衍生属性ϒ、关联属性Π的三元组 U(Φ,ϒ,Π ).基本属

性Φ包括位置 X 和速度 V;衍生属性ϒ=ϒ(X,V),是指从基本属性 X,V 进行推导得到的描述流场性质的属性,如梯

Fig.3  Classification of critical points 
图 3  边界点分类 

Fig.4  Topology graph of limitary flow fields 
图 4  有界区域流场拓扑图 
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度、涡度等;关联属性Π则是流场区域内的其他物理属性,如温度 T、压强 P、密度ρ等. 
基本属性Φ描述了流场的基本性质,即空间性和方向性.衍生属性ϒ=ϒ(X,V)与流场的典型特征性质描述密

切相关,比如,涡旋与涡度密切相关,涡度越大的地方,涡旋特征越明显.关联属性表面看来似乎与流场性质描述

无关,但实际上两者之间有着紧密的联系,如,气象风场中的风向实际由气压高低决定.基于上述定义,从模糊理

论出发,可以给出流场特征的定义: 
定义 7(流场特征). 对于流场 U(Φ,ϒ,Π),具有性质 i 的流场特征是 U 上的一个模糊集.它可以表示为一组有

序数对: 

{ , ( ( ))},  ,

( ( )) ( ( ),  ( ),  ( )) [0,1].

i i
F

i i
F F

F x U x x X

U x x x x

μ

μ μ Φ ϒ Π

= ∈

= ∈
 

上式中,隶属函数 i
Fμ 定义了从 U 到区间[0,1]的一个映射, ( )i

F xμ 称为 x∈X 对 F i 的隶属度. 

基于上述定义,我们可以得到流场特征区域的概念: 

定义 8(特征区域). 设 F i 是第 i 类流场特征,则 ( ) 0.5i
F xμ > 的所有 x∈X 组成的集合称为特征 F i 的特征区域,

记为 ,FiD 即 { | ( ( )) 0.5}.i
Fi FD x U xμ= >  

此外,可以方便地引入如下概念: 

定义 9(特征核). 设 F i 是具有特征属性 i 的流场特征,则 ( ) 1i
F xμ = 的所有 x∈X 组成的集合称为特征 F i 的核,

记为 ,KiD 即 { | ( ( )) 1}.i
Ki FD x U xμ= =  

定义 10(边界区域). 设 F i 是第 i 类流场特征,称 { | ,0 ( ( )) 0.5}i
FBi FD x x X U xμ= ∈ < ≤ 为特征 F i 的边界区域,

记为 DFBi;同时,将 { | , ( ( )) 0.5}i i
FB x x X U xμ= ∈ = 构成的集合称为第 i 类流场特征的特征边界. 

定义 11(背景区域). 对流场区域 X,称 DB={xk|xk∈X,∀i,0≤i≤c,μik<0.5}为流场的背景区域,记作 DB.其中,c
表示临界点个数,μik 表示 xk 对第 i 个临界点的隶属度. 

2.2   特征区域模糊测度规则 

在定义完流场特征和特征区域的概念后,需要在模糊理论意义上对流场中任意点进行特征性质测度,即确 

定 ( ( ))i
F U xμ .下面将从基本属性Φ、衍生属性ϒ和关联属性Π这 3 个层面探讨并建立特征区域测度规则. 

2.2.1   基本属性规则 
对于基本属性Φ,主要考虑空间变量 X 和速度变量 V.由第 1 节易知,临界点在流场分析中具有重要作用,由 

临界点定义 0( ) 0V x = 易知其仅与 X,V 相关,因此可建立如下基本属性规则(简称Φ规则): 

Φ规则: 

 ( ( )) 1i i
Fx C U xμ∀ ∈ =  (1) 

其中,Ci⊆X 表示具有特征属性 i 的临界点集合. 
Φ规则主要对临界点集合进行隶属度测度,将不同性质的临界点作为相应特征区域的特征核.由于临界点

是典型流场特征的中心,故肯定属于相应特征区域. 
2.2.2   衍生属性规则 

对于衍生属性,首先引入如下变量定义: 
定义 12(流线距离). 对于向量场中任意两点 A,B,两者之间的流线距离定义如下: 

 
( )d , ( ) ,

,

B

A
f s f A B

L
⎧⎪= ⎨
⎪∞⎩

∫ 若流线 过 两点

否则

x x
 (2) 

其中, ( )f x 表示流线曲线函数, s 为 ( )f x 的弧长参数流线距离描述了流场中任意两点沿流线方向的距离远近. 
基于上述定义,可以建立如下衍生属性规则(简称ϒ规则): 
ϒ.1 规则: 

 , , , ( , ) ( , ) ( ( )) ( ( ))i i i
F Fx y U c C L x c L y c U x U yμ μ∀ ∈ ∈ < >  (3) 
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在ϒ.1 规则中,L(A,B)表示 A,B 两点间的流线距离,Ci 表示具有性质 i 的临界点集合.下文相同. 
对于流场而言,属性传播具有方向性,比如,风场中热量将沿速度场方向传播.而流线能够反映流场的方向

性.ϒ.1 规则反映出流场特征区域的这种方向性,也就是说,从流线方向距离具有特征属性 i 的临界点越近的位

置,其特征属性 i 的隶属度越大. 
对于源点和汇点特征而言,ϒ.1 规则可以有效地反映其特征区域范围,如图 4 所示.对于各向同性的流场,距

离源点和汇点流线距离相等的点会构成一个等值面,从而有效反映了该类特征的区域范围.但对于鞍型点而言,
其由两个双曲面组成,若采用流线距离则只能得到入流区和出流区的特征范围.对于椭圆型扇区和双曲型扇区

部分,则没有特征所属区域.同时,流场中存在封闭流线等结构,流线距离计算可能无法测度该结构区域特征隶

属度.因此,引入如下规则作为补充,对这些区域进行模糊测度: 
ϒ.2 规则: 

 , , , ( , ) ( , ) ( ( )) ( ( ))i i i
F Fx y X c C D x c D y c U x U yμ μ∀ ∈ ∈ < >  (4) 

在ϒ.2 规则中,D(A,B)表示 A,B 两点之间的欧拉距离.需要注意的是,ϒ.2 规则仅适用于距离各临界点欧拉距

离小于某特定阈值 dv 的椭圆型扇区和双曲型扇区范围. 
此外,针对流场中最重要的涡旋特征,引入传统的易于 GPU 加速的λ2 方法,建立如下规则: 
ϒ.3 规则: 

 2 2, , , ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))i i i
F Fx y X c C x y U x U yλ λ μ μ∀ ∈ ∈ < >  (5) 

2.2.3   关联属性规则 
关联属性与应用数据场密切相关.本文实验的应用数据是气象风场数据,考虑涡旋与气压的关联性,建立如

下规则: 
Π.1 规则: 

 , , ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))i i
F Fx y X P x P y U x U yμ μ∀ ∈ < >  (6) 

其中,性质 i是指气旋涡旋性.Π.1规则从气压值上对流场区域上的气旋涡旋性进行了测度,气压越低的地方隶属

于气旋涡旋的隶属度越大. 

2.3   特征区域隶属度的计算 

上节中的规则只是对流场特征区域的定性描述,并不能确定 ( ( ))i
F U xμ ,本节将介绍 ( ( ))i

F U xμ 的计算方法. 

为方便叙述,首先引入如下概念: 
定义 13(规则作用区域). 规则 R 的适用范围称为规则作用区域,记作 DR,其中,R∈{Φ,ϒ.1,ϒ.2,ϒ.3,Π.1}. 
定义 14(确定区域、模糊区域). 流场区域 X 内隶属度属于{0,1}集合的范围称为确定区域,记作 DH={x|x∈X∧ 

μ(x)∈{0,1}}.DF=X−DH 称为模糊区域. 
隶属度的确定主要包括 3 步:(1) 确定区域隶属度的计算;(2) 测度规则特征向量的构造;(3) 模糊区域隶属

度的计算. 
(1) 确定区域隶属度的计算 

根据Φ规则易知,对∀xk∈DΦ=C,有μik=μi(xk)={1|k=i,0|k≠i}.对于
2

.
1

k i
i

X D DΦ ϒ
=

⎛ ⎞
∀ ∈ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑x ,则将其归属到背景 

区域,即有μik=0,1≤i≤c. 
(2) 对各规则给出特征向量 
作如下假设:假设共有 c 个临界点,流场论域 X,当前样本为 xk. 
① 对ϒ.1 规则进行分析.ϒ.1 规则的本质是对流场中 xk 点与各临界点的流线共性进行分析,因此可建立如

下的 c 维特征向量: 
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1 2.1
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( ) ( , ,..., )

0, iff ( , )
1, else

c

j
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k j
k j c

V r r r

L x C
r

ϒ =⎧
⎪

= ∞⎨ ⎧
= ⎨⎪

⎩⎩
≤ ≤

x

 (7) 

其中,Cj 表示第 j 个临界点.比如,对 xk∈X,若 xk 位于起始于第 j 个临界点终止于第 l 个临界点的流线上,则根据公

式(7)有 Vϒ.1(xk)=(0,0,…,rkj=1,0,…,rkl=1,…,0). 
② 对ϒ.2 规则进行分析.ϒ.2 规则的本质是对流场内位置 xk 与各临界点欧拉距离进行分析,因此可采用位

置坐标作为其特征向量,即 
 Vϒ.2(xk)=(xk,yk,zk) (8) 

③ 对ϒ.3 规则和Π.1 规则进行分析.两者的本质分别是对流场内位置 xk 与各临界点的λ2 值和气压 P 进行

分析,因此可分别采用位置 xk 处的λ2 值和气压作为其特征向量,即 

 .3 2

.1

( ) ( )
( ) ( )

k k

k k

V
V p

ϒ

Π

λ=⎧
⎨ =⎩

x x
x x

 (9) 

因此,根据公式(7)~公式(9)可最终建立 xk 的 c+5 维特征测度向量(如式(10)所示),并可根据原始流场数据计

算特征向量数据. 
 V(xk)=(Vϒ.1(xk),Vϒ.2(xk),Vϒ.3(xk),VΠ.1(xk)) (10) 

由于各特征区域的核心是临界点,因此将临界点处的特征向量作为标准特征向量.对于背景区域,由于不存 

在临界点,因此以背景区域内样本的均值作为其标准特征向量如下,若记 ( )2*
.1 ,B iiD X D DΦ ϒ=

= − + ∑ 则有: 

 
*

.1 .2 .3 .1
1( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))

k B

B k k k k
D

V D V V V V
n ϒ ϒ ϒ Π

∈

′ = ∑
x

x x x x  (11) 

其中,n 为 *
BD 内的样本个数. 

(3) 模糊区域隶属度的计算 
首先需要对原始特征测度数据进行标准化处理.除了 Vϒ.1(xk)测度向量以外,Vϒ.2(xk),Vϒ.3(xk)和 VΠ.1(xk)的各

维数据取值范围变化大,因此首先分别对其进行[0,1]区间标准化处理.以 Vϒ.2(xk)的 yk 为例加以说明,标准化处理

如公式(12)所示,并记 V(xk)处理后得到 V ′(xk). 

 Min
Max Min

k
k

yy −′ =
−

 (12) 

对原始数据进行标准化处理后,隶属度的计算区分如下两种情况:对于∀k,定义集合 Ik={i|1≤i≤c,dik=0}和 

{ |1 }k kI i i c I= −≤ ≤ ,其中,
1/ 2

5
2

0
|| ( ) ( ) || ( ( ) ( ))

c

ik k i j k j i
j

d V V c V V c
+

=

⎛ ⎞
′ ′= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑x x 表示当前位置 xk 与标准样本 ci 间的偏 

差.可根据如下公式计算其隶属度: 
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1 ,                    iff  and 1
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=

=
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⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

               

 (13) 

其中,L(xk,ci)表示 xk 与第 i 个临界点 ci 两点间的流线距离,Llen(xk)为过 xk 的流线在流场区域 X 内的长度. 

2.4   特征区域模糊提取算法 

在给出隶属度确定方法后,本节介绍具体的特征提取算法.算法中的符号含义同上,[⋅]内为可选项. 
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算法 1. 特征区域模糊提取算法 FEFR. 
输入:X,V,C,dv,[P]. 
输出:DF1,DF2,…,DFc. 
1. Ik←∅,DFi←∅. 
2. for (C 内的每个体元 xk) 
3.     {DFi←xk,μik=1} 
4. for (X 内的每个体元 xk) 
5.     {对过 X 内每个体元 xk 的流线进行跟踪,得到 L(Ci,xk),0≤i≤c. 
6.      根据跟踪结果 L(Ci,xk)建立 Vϒ.1(xk). 
7.      计算 xk 与各临界点 Ci 的欧拉距离 dik={dik|dik<dv,0|dik≥dv},建立 Vϒ.2(xk). 
8.      计算 xk 处的λ2 值,建立 Vϒ.3(xk). 
9.      [根据 xk 处的 P 值,建立 VΠ.1(xk).]} 
10. for (X 内的每个体元 xk) 
11.    {for (i=1;i≤c+1;i++) 
12.         {dik←||V(xk)−V(ci)||. 
13.          if (dik=0){Ik←Ik∪i}} 
14.     if (Ik=∅) 
15.         {for (i=1;i≤c+1;i++) 

16.               {
1

1
1 /

c

ik ik jk
j

d dμ
+

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ }} 

17.     else 
18.         {for (i=1;i≤c+1;i++) 
19.              {if (i∈Ik and i≤c) 
20.                  {μik←1−L(xk,ci)/Llen(xk)} 
21.               else if (  and ki I i c∈ ≤ ) 

22.                 {μik=0} 
23.              else 

24.                 {
1

1
c

ik ik
i

μ μ
=

← − ∑ }}} 

25.     for (i=1;i≤c;i++) 
26.         {if μik>0.5}{DFi←xk}}} 
算法中,第 4 行~第 9 行与下面的循环分开,主要是考虑这部分可以作为预处理过程,以提高算法的性能. 

3   特征区域模糊描述性质 

本节对本文方法的性质进行分析,首先引入如下定义: 
定义 15(模糊描述图(fuzzy description graph)). 若流场区域 X 采用 FEFR 算法后得到各特征区域集合为

DF={DF1,DF2,…,DFc},则特征区域的边界构成该平面流场 X 的模糊描述描述图,简称 FDG. 
传统的拓扑图 TG 可将流场特征区域划分成多个不相交的子集 X1,X2,…,Xn,且满足 X1∪X2∪…∪Xm=X, 

Xi∩Xj=∅,1≤i≠j≤m,此类划分属于硬划分.若将样本 xk(1≤k≤n)对子集 Xi 的隶属关系表示为μik,则硬划分中

μik∈{0,1}.若将μik 从{0,1}二值扩展到[0,1]区间,则可到样本集的模糊划分: 

定义 16(模糊划分(fuzzy partition))[15]. 样本集 X 被划分为 c 个模糊子集 1 2, ,...., ,nX X X 样本 xk(1≤k≤n)对

子集 iX 的隶属关系表示为μik,若划分后μik 满足如下 3 个条件: 
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1 1
: [0,1]; : 1, ; : 0 , ,

c n

h ik ik ik
i k

E k n iμ μ μ
= =

⎧ ⎫
= ∈ = ∀ < < ∀⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑① ② ③  

则该划分称为 X 的一个模糊划分. 
定理 1. FDG 将流场区域 X 分割成的集合 DF={DF1,DF2,…,DFc,DB}构成 X 上一个模糊划分. 
证明:首先证明定义 16 中条件①成立.对于确定区域,根据其隶属度计算方法易知μik∈{0,1}.而对于模糊区

域,根据公式(13)易知,μik∈[0,1].因此,对∀xk∈X 有μik∈[0,1],即条件(1)成立. 

其次证明条件②成立.若 Ik=∅,则根据公式(13)不难得到
1 1 1

1 1 1
1 / 1;

c c c

ik ik jk
i i j

d dμ
+ + +

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ 若 Ik≠∅,则根据公式

(13)有
1

1 1
(1 ( , ) 1 1

k

c c

ik k i len k ik
i i I i

L c Lμ μ
+

= ∈ =
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= −  / ( )) + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑x x .故对∀xk∈X,有

1

1
1

c

ik
i

μ
+

=

=∑ ,即条件(2)成立. 

最后,根据条件①和条件②,条件③显然成立.故定理 2 成立.证毕. □ 
通常情况下,模糊划分可得到多种不同的划分结果.比如,对第 2.3 节中的隶属度计算也可以采用其他方法

进行定义,则可得到另外的特征区域集合.因此,需要确立合理的划分准则来衡量模糊划分结果的优劣.本文采

用常见的最小平方误差和准则,若用 U=[μik]c×n表示模糊划分矩阵,P 表示对 U 的模糊划分,则该方法定义的目标

函数如下[15]: 

 2 2 2
2

1 1 1
( , ) ( ) ( )

c c n

i ik ik
i i k

J U P dσ μ
= = =

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  (14) 

其中, 2
iσ 表示模糊划分中第 i 类的模糊偏差,它反映了该类中的样本分布情况.最小平方和准则为,当 J2(U,P)取 

得最小值时,该模糊划分最合理. 
定理 2. FDG 对流场区域 X 的模糊划分是最小平方和准则下 X 的最优模糊划分. 
证明:由于 U=[μik]c×n 中各列独立,根据公式(14),问题可描述为 

 

2 2 2 2
2

1 1 1 1

1

1

min{ ( , )} min ( ) ( ) min ( ) ( )

1

c n n c
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i k k i

c

ik
i
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∑ ∑ ∑ ∑

∑
 (15) 

上述问题可采用拉格朗日乘数法进行求解,根据公式(15),可令 

2 2

1 1
( ) ( ) 1 ,

c c

ik ik ik
i i

F dμ λ μ
= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

然后,根据最优化的一阶必要条件,类似于文献[15]不难得到使得 J2(U,P)为最小的μik 值为 

 

1

1
1 ( / ),  iff 

,                       iff  and 
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 (16) 

显然,公式(13)满足公式(16)中的各约束条件,故定理 3 成立,证明完毕. □ 

定理 3. 若 FDG 将流场区域 X 分割成集合 DF={DF1,DF2,…,DFc,DB},则
1

1
( )

c

Fi FBi
i

D D X
+

=

+ =∑ ,且 DFi∩DFj=∅, 

∀i≠j. 

证明:根据定义,显然
1

1
( ) .

c

Fi FBi
i

D D X
+

=

+ ⊆∑ 而由定理 1 可知,DF 是 X 上的模糊划分,则∀xk∈X 有
1

1
1

c

ik
i

μ
+

=

=∑ ,故必

∃i,1≤i≤c+1,使得μik>0,即 xk∈(DFi+DFBi).故
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+

=

+ =∑ 成立. 
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然后,假设∃i≠j,DFi∩DFj≠∅,不妨设 xk∈(DFi∩DFj),则根据特征区域定义有μik>0.5 和μjk>0.5. 

从而
1

1
( ) 1

c

tk ik jk
t

μ μ μ
+

=

+ >∑ ≥ ,与
1

1
1

c

tk
t

μ
+

=

=∑ 矛盾.因此,DFi∩DFj=∅,∀i≠j 成立. □ 

定理 3 表明了算法 1 对流场区域划分的完整性和无二义性.完整性保证了流场区域内任意一点或者属于某

特征区域或边界区域,或者属于背景区域;无二义性保证了流场区域内任意一点不会同时属于两个不同的特征

区域. 

4   实验结果与分析 

为了验证本文方法的有效性 ,本文对多个数据集进行了验证 ,包括洛伦茨吸引子数据集 v2=(10(y−x), 
28x−y−xz,xy−(8/3)z)、海棠台风数据以及一个飞行器实验数据. 

洛伦茨吸引子数据集是目前国际上公认的具有代表意义的复杂流场模型[16].模型的所有非平衡解最终都

趋向于洛伦茨吸引子,即环绕模型中两个具有负特征值和正实部的复共轭特征值的临界点形成的两瓣缠绕区

域.缠绕区域具有旋转性质,本文采用传统的涡旋特征区域提取λ2 方法与本文方法进行了比较.图 5(a)~图 5(c)中
采用λ2 方法对洛伦茨吸引子数据集中的两瓣缠绕特征区域进行了提取,并对λ2 进行处理得到标准化值 N(λ2).图
5(a)为 N(λ2)>0 的特征区域,图 5(b)和图 5(c)分别为 N(λ2)>0.6 和 N(λ2)>0.9 的提取区域.由于吸引子的两瓣缠绕

区域与具有旋转性质的区域并不完全等价,因此,λ2 方法对吸引子的提取结果中包含了缠绕特征之外的旋转区

域,引起遮挡与混淆,可视化效果不理想.图 5(d)~图 5(f)中为基于本文方法提取的两瓣缠绕特征区域,并采用模 

糊理论中的语气算子[15] ( ) [ ( )]H A Ax x
λ

αμ μ= 进行了处理.图 5(d)为未进行语气算子运算即α=1 时提取到的特征区 

域,图 5(e)为语气算子参数α=0.5 时对提取的特征区域进行散漫化处理后得到的特征区域,图 5(f)为语气算子参

数α=2.0 时对提取的特征区域进行集中化处理后得到的特征区域.从图中可以看出,相对于λ2 方法,本文算法提

取的洛伦茨吸引子特征区域更准确,能够很好地剔除数据集中不关注的背景区域,突出吸引子的两瓣缠绕特征

区域. 

   

(a) N(λ2)>0 (b) N(λ2)>0.6 (c) N(λ2)>0.9 
 

   

(d) α=1.0 (e) α=0.5 (f) α=2.0 

Fig.5  Extracting flow features of Lorenz attractor dataset by different fuzzy tone operator 
图 5  采用模糊语气算子对洛伦茨吸引子数据进行特征提取 
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台风数据具有复杂特征结构的 3D 流场.本文实验采用我国数值天气预报系统产生的海棠台风计算数据.
图 6(a)为采用传统粒子系统方法对海棠台风数据进行可视化绘制的效果图,其中,颜色代表速度,速度值越大,颜
色越浅.可以看到,流场中粒子相互遮挡,流场内的特征结构淹没在杂乱运动粒子中.图 6(b)和图 6(c)为分别采用

速度过滤方法和本文方法对台风区域进行提取后的可视化效果图.其中,白色粒子区域为提取的台风区域,灰黑

色粒子区域为背景流场区域.同时,对背景区域进行了提高透明度处理.从图 6(b)中可以看到,速度过滤方法虽然

能够部分地提取台风区域,但对于流场上侧和左侧风速也比较大的地方,该方法并不能有效过滤,存在错误提取

的特征区域.而图 6(c)中,基于本文方法提取台风特征区域可以比较准确而清晰地反映出台风的结构和运动情

况,并通过透明度处理,较好地解决了遮挡影响,从而使用户能够更好地分析台风的性质. 

 

(a) Visualization without 
feature extraction 

(a) 未提取特征的可视化效果 

(b) Extracting typhoon region by 
velocity filtering 

(b) 速度过滤方法提取的台风区域 

(c) Extracting typhoon region by 
our method 

(c) 本文方法提取的台风区域 

Fig.6  Comparison of traditional method and our method for visualizing Haitang typhoon data 
图 6  传统方法与本文方法对海棠台风数据可视化比较 

本文方法不仅对 3D 流场有效,而且对 2D 流场同样适用.图 7(a)~图 7(c)为对海棠数据场中间某层中的反气

旋、鞍型点以及气旋涡旋区域进行提取后得到的可视化效果图.图 7(a)中,白色粒子区域为提取的气旋特征区

域,灰黑色粒子区域为背景区域.图 7(b)中,白色粒子区域为反气旋特征区域.图 7(c)中,白色粒子区域为提取的鞍

型点特征区域.从图中可以清晰地看到,不同特征区域的影响范围可以帮助用户更好地分析关注特征的运动和

变化. 

   

(a) Cyclones feature regions 
(a) 气旋特征区域 

(b) Anticyclones feature regions 
(b) 反气旋特征区域 

(c) Saddle point feature regions 
(c) 鞍型点特征区域 

Fig.7  Extracting cyclones, anticyclones and saddles feature regions for one middle layer typhoon data 
图 7  对台风中间某层数据的气旋、反气旋和鞍型特征区域进行提取 

飞行器数据内包含了多个涡结构,如图 8(a)所示为传统λ2 方法对涡结构区域提取的结果,比较准确地得到

了飞行器后侧的涡结构.图 8(b)为本文方法提取得到的涡区域结果,图 8(c)为速度过滤方法得到的结果.三者对
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比可以发现,λ2 方法提取的涡结构相对比较准确,但是无法描述所有穿过涡结构的气流(粒子).速度过滤方法则

在一定程度上得到了过涡结构的粒子,但存在间断现象,如顶端和尾部的粒子不连续.相对而言,本文方法对过

涡结构的气流粒子描述较好,从图 8(b)中可以比较清晰地分析过涡结构的气流在流场内的行为. 

 
 
 
 
 
 

Fig.8  Comparison results for extracting the feature regions of vortex 
in a spacecraft data by different methods 

图 8  采用不同方法对飞行器数据内涡特征区域提取对比效果图 

5   结束语 

传统的拓扑分析方法侧重于对流线渐近性质的描述,难以合理界定流场中特征结构的区域.本文基于模糊

理论对流场特征区域进行了描述,从基本属性、衍生属性和关联属性这 3 个层次给出了相关模糊测度规则,并
设计了一种在最小平方和准则下的流场的最优模糊划分算法.理论分析和实验均表明,本文的方法具有良好的

性质,对流场中的典型特征结构区域能够合理地进行描述,并能有效缓解 3D 流场可视化面临的遮挡问题,使用

户能够更好地分析流场的性质. 
目前,本文的方法仍然局限于结构化网格数据.我们下一步将在非结构化网格数据上对本文方法进行测试,

并对更为复杂的流场特征,如湍流进行验证.此外,FEFR 算法计算复杂度与临界点个数紧密相关.当临界点个数

较大时,如何选取合适的规则减少临界点个数以及加速特征模糊区域提取,也需要进一步研究. 
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