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Abstract:  Rich unlabeled data contains valuable information, which is useful for classification. Using information 
efficiently to improve the accuracy of classification is the major purpose of semi-supervised learning. This paper 
proposes a kind of semi-supervised classification approach called Semi-Supervised Discriminant Analysis that is 
based on Manifold Distance, SSDA. The intra-class neighbors, the inter-class neighbors, and the total neighbors of a 
selected point can be determined by the proposed manifold distance. The similarity between these neighbors and the 
point can be defined based on the manifold distance. The object function is defined using the similarity. As the 
experiments operated on the database ORL and YALE show, compared with the existing algorithms, the proposed 
algorithm can improve the accuracy of classified algorithms based on distance. When dealing with nonlinear 
dimensionality reduction problem, the Kernel SSDA (namely, kernel semi-supervised discriminant analysis based 
on manifold distance) is proposed. Also, the experimental results show the efficiency of this algorithm. 
Key words: principal component analysis; linear discrimininat analysis; manifold distance; semi-supervised 

classfication 

摘  要: 大量无类别标签的数据具有对分类有用的信息,有效地利用这些信息来提高分类精确度,是半监督分类

研究的主要内容.提出了一种基于流形距离的半监督判别分析(semi-supervised discriminant analysis based on 
manifold distance,简称 SSDA)算法,通过定义的流形距离,能够选择位于流形上的数据点的同类近邻点、异类近邻点

以及全局近邻点,并依据流形距离定义数据点与其各近邻点之间的相似度,利用这种相似度度量构造算法的目标函

数.通过在 ORL,YALE 人脸数据库上的实验表明,与现有算法相比,数据集通过该算法降维后,能够使基于距离的识

别算法具有更高的分类精确度.同时,为了解决非线性降维问题,提出了 Kernel SSDA,同样通过实验验证了算法的有

效性. 
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随着信息技术的发展,数据普遍呈现出高维数的特点,要对这些高维数的数据进行分析、处理,从中获得有

用的知识,则需占用大量的资源,如计算机内存、CPU 运算时间等等.并且,由于数据的高维数,使得一些成熟、有

效的算法(如 KNN,SVM)性能急剧下降,面临所谓的“维数灾”问题.解决上述问题的一个理想的方法是,在保持

数据集某种内在信息的情况下,对数据进行合理的维数约简或称属性提取. 
在众多的维数约简算法中,主成分分析(principal component analysis,简称 PCA)[1]和线性判别分析(linear 

discriminant analysis,简称 LDA)[1,2]是两种应用最为广泛的线性降维算法.PCA 期望找到一个低维子空间,在这

个子空间中,约简后数据集的方差达到最大.PCA 不考虑数据的类别,因而是一种无监督的降维算法.LDA 则利

用了数据点的类别信息,目的是最大化类间的离散度,同时最小化类内的离散度.由于利用了数据点的类别信

息,因此在一些识别和分类任务上,使用 LDA 降维要比使用 PCA 更加有效[3].但需要指出的是,PCA 和 LDA 都

假设数据集具有全局的线性结构,而随着数据分析技术的发展,人们发现高维数的数据集往往具有一些低维的

非线性结构(这种低维结构数学上称为流形)[4],在这种情况下,PCA 和 LDA 就受到了运用上的局限. 
近几年兴起的流形学习算法[5],如 ISOMAP[6],LLE[7],Laplacian Eigenmaps[8]等能够有效解决这个问题.它们

假设数据分布于一个嵌入在高维空间中的低维流形上 ,通过保持数据集的某种全局度量——测地线距离

(ISOMAP)或局部结构(Laplacian Eigenmaps,简称 LLE),来对数据集进行维数约简.但是,经典的流形学习算法都

是批处理的,如果要计算新增加的数据点(测试点)的低维坐标,则需要将新数据点加入训练集中重新运算整个

算法,这样的做法显然是比较费时的.一些学者也提出了改进方法 [9,10],但效果并不突出.保局部映射(locality 
preserving projection,简称 LPP)[11]为解决这个问题开辟了一条新路.LPP 是 Laplacian Eigenmaps 的一个线性逼

近,它不对数据集作有全局线性结构的假设,只是期望保持数据点原本在流形上的邻域关系来对数据集进行降

维.与 PCA 及 LDA 一样,LPP 能够直接得到一个线性变换矩阵,通过这个矩阵,测试点可以方便地得到低维坐标.
因此,相比于经典的流行学习算法,LPP 在识别应用上的优势是显而易见的.LPP 虽然是非监督的降维算法,但受

到 LPP 算法的启发,很多利用数据点邻域信息的线性监督降维算法也被不断地提出,如 LDE(local discriminant 
embedding)[12],MFA(marginal Fisher analysis)[13],SNNDA(stepwise nearest neighbor discriminant analysis)[14], 
ANMM(average neighborhood margin maximization)[15]等. 

虽然这些监督降维算法在应用上取得了很好的效果,但是对于某些识别问题来说,我们并不能得到足够多

的具有类别标签的数据,因为对数据标注类别是一件非常耗时的工作.而相反地,无标签的数据相对来说更容易

得到,半监督分类就是通过希望利用这些无标签的数据具有的信息来增加分类的精确度.本文提出了一种基于

流形距离的半监督判别分析(semi-supervised discriminant analysis based on manifold distance,简称 SSDA)方法.
通过定义的流形距离来选择流形上数据的同类近邻点、异类近邻点和全局近邻点(不考虑类别的近邻点),这样

选择的近邻点更符合数据具有低维流形分布的假设,并根据流形距离得到相应的相似度度量.利用这些相似性

度量,与 MFA类似地构造一个 Fisher 判别函数,在投影空间最大化领域内不同类点的边界,同时保持了全局数据

集的内在流形结构.我们通过在 ORL 人脸数据库以及 YALE 人脸数据库上的实验,验证了与 PCA,LDA,LPP, 
MFA 等算法相比,本文提出的算法具有更高的识别精度.此外,我们利用核函数,提出了 Kernel SSDA 用来进行

非线性维数约简,同样,通过实验验证了算法的有效性. 
本文第 1 节介绍 MFA 算法.第 2 节介绍基于密度敏感距离的领域选择算法.第 3 节提出基于密度敏感距离

的半监督判别分析方法.第 4 节是实验分析.最后得出结论. 

1   边界 Fisher 判别分析 

MFA 是一种线性监督降维算法[13],它解决了在数据集不为 Gauss 分布时,对数据集进行维数约简的问题. 
MFA 利用数据点邻域内的信息,在邻域内选择同类近邻点和不同类近邻点,然后在投影空间中将这两类点的平

均边界尽量扩大.假设数据集为{(x1,l1),(x2,l2),…,(xN,lN)},其中,xi∈Rm,表示一个 m 维的向量,li∈L={1,2,…,c},为 xi

的类别标签,L 是类别标签集.通过投影矩阵 Am×n,可以得到数据点 xi 的低维映射 yi∈Rn,n<m,即 yi=ATxi. 
MFA 定义矩阵 Sw 来表征同类数据点的离散程度: 
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其中,W 是同类数据相似度邻接矩阵, 1 1
1,   ( ) or ( )

0,  else
k k

ij

i N j j N i
W

∈ ∈⎧⎪= ⎨
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,
1
( )kN i 表示与 xi 同类的 k1 个近邻点,D 是一

个对角阵, , ii ij
j i

D W i
≠

= ∀∑ .同时,定义 Sb 来表征异类数据点的离散程度: 
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其中,Wp是不同类数据相似度邻接矩阵, 2 2
1,   ( , ) ( ) or ( , ) ( )

0,  else
k i k jp

ij

i j P l i j P l
W
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⎪⎩

,
2
( )k iP l 表示与 xi不同类的 k2个近

邻点,Dp 是一个对角阵, ,  p p
ii ij

j i
D W i

≠

= ∀∑ .MFA 通过最大化如下一个广义 Rayleigh 商来求解 A: 

 ( )( )
( )

T p p T

T T
A X D W X AJ A

A X D W X A
−

=
−

,满足 ATA=I (1) 

文献[13]中指出,在 MFA 得到的子空间中,采用最近邻分类器,数据的分类精度也是比较高的.但是我们也

发现,MFA 中存在着两个问题:第一,MFA 是根据欧式距离来选择近邻点的,而由于数据的低维流形分布,使得这

样选择的近邻点可能并不能表征流形上数据的真正邻域结构;第二,MFA 是完全监督的.正如前文所述,在具有

类别的标签其数据不足时,MFA的降维效果可能并不理想.为了解决这样两个问题,我们提出了基于流形距离的

半监督判别分析 SSDA 算法.下一节我们先来讨论近邻点选择. 

2   基于流形距离的近邻选择 

2.1   流形距离 

欧氏距离是最常用的距离度量,但是在数据集不具有全局线性结构时,欧氏距离就不是一种合理的数据间

的距离度量.为了解决位于流形上的数据的邻域点选择,我们这里首先定义一种流形距离. 

定义 1. 流形上两点间 xi,xj 的线段长度定义为
( , )

( , ) e 1
d x xi j

i jL x x σ= − . 

d(xi,xj)表示 xi,xj 之间的欧氏距离,σ是可调参数.而流形上任意两点间的距离则定义如下: 
定义 2. 将数据点看作是图 G=(V,E)的顶点,V 是顶点集合,E 是边集.Pij 表示图上连接数据点 xi,xj 的所有路

径集合,则 xi,xj 之间的流形距离为 

 
| | 1

1
1

( , ) min ( , )
ij

p

i j k kp P k
MD x x L p p

−

+∈ =

= ∑  (2) 

即图上所有连接这两点路径上线段总长的最小值. 
需要指出的是,这里定义的流形距离本质上和文献[16]是一样的,但是文献[16]中并没有给出伸缩因子ρ的

指导性确定方法,而这里定义中的σ,在实验中可设为不同类中心平均距离的两倍. 

2.2   基于流形距离的近邻选择算法(NSMD) 

有了上述定义 ,我们可以计算数据集任意两点之间的流形距离 ,然后选择合适的近邻点 .但是由于图

G=(V,E)是稠密的,通过 Dijkstra 算法计算出任意两点间流形距离的整个算法时间复杂度为 O(|V|3),比较费时.而
事实上,我们也只需通过流形距离来选择合适的邻域.为此,提出基于流形距离的近邻选择(neighbors selecting 
by manifold distance,简称 NSMD)算法:假设 X={x1,x2,…,xN},基于欧氏距离的邻域大小参数 Kd,基于流形距离的

邻域大小参数 KD,KD≤Kd. 
Step 1. 通过欧氏距离计算任意一点 xi 的欧氏邻域 Nd(xi),按照距离升序排列 Nd(xi),且令 
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( , )

( , ) ( , ) e 1
d x xi j

i j i jMD x x L x x σ= = −  

d(xi,xj)表示 xi,xj 之间的欧氏距离; 
Step 2. for i=1 to N 

令 k=1; 
while k<Kd 

取 Nd(xi)中的第 k 点,记为 xik 
for j=1 to KD 

令 Nd(xik)中的第 j 点,记为 xikj 
if ( , ) ( , ) ( , )

di ik ik ikj i iKMD x x MD x x MD x x+ < 且 xikj 不在 Nd(xi)中 

将 xikj 按升序插入 Nd(xi),且令 MD(xi,xikj)=MD(xi,xik)+MD(xik,xikj), break; 
endif ( , ) ( , ) ( , )

di ik ik ikj i iKMD x x MD x x MD x x+ <  

更新 MD(xi,xikj)=MD(xi,xik)+MD(xik,xikj),将按照距离升序排列 Nd(xi); break; 
endif 
if ( , ) ( , ) ( , )

di ik ik ikj i iKMD x x MD x x MD x x+ >  or 

(MD(xi,xikj)=MD(xi,xik)+MD(xik,xikj)且 j==KD) 
k=k+1; break; 

endif 
endfor 

endwhile 
endfor 

Step 3. 对于任意取 xi,取 Nd(xi)中前 KD 个点构成 xi 流形距离的邻域 ND(xi)及记录任意 xij∈N(xi)与 xi 间的 
流形距离 D(xij); 

算法中,Step 2 事实上完成了这样一个工作:对 xi 的欧氏近邻点分别计算其与 xi 的流形距离,然后按照流形

距离来重新选择 xi 的近邻点.由于两种距离的特点,所以在算法中首先选择较多的欧氏近邻点,通过 Step 2 计算

后,从中选择一部分以流形距离计算的近邻点. 
NSMD 算法的时间复杂度最坏情况下为 O(|V|KDKd)(<O(|V|3)),因此能有效的用来选取数据点的近邻点.图

1、图 2 是以欧式距离和流形距离对点 x 近邻的选择结果.黑色实心点表示 x,与其有线段相连的点表示其近 
邻点. 

          
Fig.1  Neighbors selected by Euclidean distance       Fig.2  Neighbors selected by manifold distance 

图 1  以欧式距离选择的近邻点                   图 2  以流形距离选择的近邻点 

3   基于流形距离的半监督判别分析(SSDA) 

3.1   目标函数 

首先给出一些符号说明.设 X={XN,XM}={x1,x2,…,xN,xN+1,…,xN+M},前 N 个数据点带有类别标签,后 M 个点不

带类别标签,其他符号假设同上文.我们知道,通过 NSMD 算法可以选择位于低维流形上数据点的近邻点,同时 

得到它们之间的流形距离.利用这些信息以及数据点的类别,可以构造同类数据点的相似度邻接矩阵 wW : 
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1

1 ,  ( )
( , ) 1

0,                         else

j wMDk i
w i jwij

x N x
MD x xW

⎧ ∈⎪ += ⎨
⎪
⎩

. 

这里,
1
( )wMDk iN x 是由与 xi 同类别的 k1 个数据点以流形距离构成的同类点邻域,MDw(xi,xj)为 xi,xj 之间的流形距

离.但这样得到的 wW 可能不对称,因此,再令 max{ , }wij wij wjiW W W= ,然后我们也可以定义表征同类数据点离散程 

度的矩阵: 

 
1

2

1 ( )
|| || 2 ( )

wDk i

N
T T T T

w wij i j N w w N
i j N x

S W A x A x A X D W X A
= ∈

= − = −∑ ∑  (3) 

Dw 是一个对角阵, , ,wii wij
j i

D W i
≠

= ∀∑ XN={x1,x2,…,xN}. 

同样,还可以构造异类数据点的相似度邻接矩阵 bW : 

2

1 ,  ( )
( , ) 1

0,                         else

j bMDk i
b i jbij

x N x
MD x xW

⎧ ∈⎪ += ⎨
⎪
⎩

且 max{ , }bij bij bjiW W W= . 

这里,
1
( )bMDk iN x 是由与 xi不同类别的 k2个数据点以流形距离构成的异类点邻域.同样,MDb(xi,xj)为 xi,xj之间的流

形距离.于是,表征异类数据点离散程度的矩阵 bS 可以表示为 

 
2

2

1 ( )
|| || 2 ( )

bDk i

N
T T T T

b bij i j N b b N
i j N x

S W A x A x A X D W X A
= ∈

= − = −∑ ∑  (4) 

Db 是一个对角阵, , .bii bij
j i

D W i
≠

= ∀∑  

我们期望的是要寻找一个投影矩阵 A,能够使 bS 尽量地大而使 wS 尽量地小.但是如上文所述,通常情况下, 

具有类别的数据点在数据集中只占少数,只满足这样一个目标的投影矩阵,可能并不是最佳的.而大量的不带类

别标签的数据包含对分类有用的信息,我们相信,这些信息就是数据点与其全局近邻点(不再考虑类别)之间的

邻接关系[17].为此,我们希望通过投影变换 A,能够保持数据点之间原有的邻接关系.这样的目的可以通过使如下 

定义的 tS 尽量小来满足. 

定义数据点的全局相似度邻接矩阵 tW : 

3

1 ,  ( )
( , ) 1

0,                        else

j tDk i
t i jtij

x N x
MD x xW

⎧ ∈⎪ += ⎨
⎪
⎩

且 max{ , }tij tij tjiW W W= . 

这里,
3
( )tMDk iN x 是由 xi 的 k3 个数据点以流形距离构成的邻域,这里都不考虑数据点类别.令 

 
3

2

1 ( )
|| || 2 ( )

tDk i

N M
T T T T

t tij i j t t
i j N x

S W A x A x A X D W X A
+

= ∈

= − = −∑ ∑  (5) 

Dt 是一个对角阵, , .tii tij
j i

D W i
≠

= ∀∑ 于是,综上所述,给出基于流形距离的半监督判别分析的目标函数: 

 ( ) ( )max ( ) max max
( )T T T

T T T T
b t N b b N t t

T T
A A I A A I A A I N w w Nw

S S A X D W X A A X D W X AJ A
A X D W X AS

α α
= = =

− − − −
= =

−
 (6) 

其中,α是一个正实数.令
0

0 0
N

M N

I
I

+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,IN 为 N 阶单位阵,上式可以写成 

 ( ( ) ( ))max
( )T

T T
w w t t

T T
A A I w w

A X I D W D W X A
A XI D W X A

α
=

− − −
−

 (7) 

由于存在数据的高维数以及样本个数的限制, ( ) T
w wXI D W X− 不一定可逆.为了得到 A 的稳定解,我们求解

如下一个广义特征问题[1]: 
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 ( ( ) ( )) ( ( ( )) )T T
w w t t w wX I D W D W X A X I D W X I Aα β− − − = − +  (8) 

其中,β为一个小的正实数. 

3.2   算法流程 

因此,基于流形距离的半监督判别分析(SSDA)算法的流程如下: 
Step 1. 对任意 xi∈XN,通过 NSMD 算法选择其同类点邻域

1
( )wMDk iN x 、异类点邻域

2
( )bMDk iN x 以及全局邻 

域
3
( )tMDk iN x ;对任意 xi∈XM 通过 NSMD 算法选择全局邻域

3
( );tMDk iN x  

Step 2. 利用流形距离构造同类点相似度邻接矩阵、异类点相似度邻接矩阵 bW 以及全局相似度邻接矩阵 

tW ,同时得到 Dw,Db,Dt; 

Step 3. 通过求解广义特征问题 ( ( ) ( )) ( ( ( )) )T T
w w t t w wX I D W D W X A X I D W X I Aα β− − − = − + ,得到投影矩 

阵 A; 
Step 4. 对任意 xi∈X,求其投影点 yi=ATxi. 
通过 SSDA 算法对数据进行降维后,能够使得基于距离的分类算法识别准确率得以提高.实验分析见下节. 
但需要指出的是,SSDA 算法本质上仍是一种线性降维算法,当数据集分布呈高度分线性时,SSDA 算法并

不能发现数据集构成的低维流形的内在结构.为此,我们利用核函数(kernel function)将 SSDA 加以扩展,提出

Kernel SSDA,使其能够进行非线性维数约简.具体分析见附录. 

4   实验分析 

在这一节中,我们进行一些实验,以对比本文提出的算法与现存算法之间的优劣. 

4.1   实验数据集 

我们采用两个人脸数据库,即 ORL 人脸数据库[17]和 YALE 人脸数据库[18]. 
ORL 人脸库包含了 40 个人共 400 张人脸照片,每人 10 张,分别是在不同的表情、光照以及一些面部细节

情况下拍摄的结果.原始图像为 92×112 的 256 级灰度图,在实验中将其正规化到 32×32.图 3 是 ORL 数据库的

一些图片样本. 

 
Fig.3  Image samples of ORL face 

图 3  ORL face 的图片样本 

YALE 人脸库包含了 15 个人每人 11 张灰度照片,同样,这些照片也是在不同的光照条件以及不同的面部表

情条件下拍摄的结果.在实验中,我们将图片都正规化到 32×32 大小.图 4 是 YALE 数据库的一些图片样本. 

 
Fig.4  Image samples of YALE face 

图 4  YALE face 的图片样本 

4.2   实验测试 

对于 ORL 数据库,我们从每个人的照片中随机抽取出 l(l=2,3,4)张照片作为训练样本,余下 10−l 张照片作为

测试样本.同样,在 YALE 数据库中,我们从每个人的照片中随机抽出 l(l=2,3,4)张照片作为训练样本,而余下 11−l
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张照片作为测试样本.我们采用 PCA,LDA,LPP,MFA 等算法作比较.在实验中,将同类近邻点、异类近邻点、全

局近邻点的最大值都设为 10,计算流形距离是将可调参数σ设为不同类中心平均距离的两倍,参数α通过交叉实

验来确定.识别算法采用最近邻方法,整个实验重复 20 次,最后得出各种算法的识别平均结果,绘成图 5、图 6(随
机选取 2 幅~4 幅照片作为带标签的训练数据集). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 2 train                            (b) 3 train                             (c) 4 train 

Fig.5  Recognition accuracy on the ORL database 
图 5  ORL 数据库上的识别准确率 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 2 train                             (b) 3 train                           (c) 4 train 

Fig.6  Recognition accuracy on the YALE database 
图 6  YALE 数据库上的识别准确率 

需要说明的是,作为半监督学习算法的 SSDA,在算法训练中需要使用到测试样本.但是,在使用测试样本时,
我们不利用其带有的类别信息.而 LDA 和 MFA 作为监督降维算法,在算法训练时只利用带标签的训练样本. 

对于 Kernel SSDA,我们采用 Gauss 核函数,核参数 t 也通过交叉验证的方法来确定,比较算法采用 KPCA 和

KDA(表 1 的括号中是相应的投影空间维数). 

Table 1  Recognition accuracy of kernel approach on ORL & YALE database (%) 
表 1  核方法在 ORL,YALE 数据库上的识别准确率(%) 

ORL YALE Method 
2 train 3 train 4 train 2 train 3 train 4 train 

KPCA 63.21(48) 77.14(52) 80.34(58) 49.34(45) 54.97(48) 61.19(54) 
KDA 80.29(38) 87.75(38) 94.24(39) 53.25(15) 65.17(14) 71.29(16) 

Kernel SSDA 82.45(44) 92.67(50) 94.37(59) 56.17(54) 70.32(69) 83.14(64) 

5   结  论 

大量的实验结果表明,高维数的数据点分布在一个低维的流形上,本文首先利用所提出的流形距离来选择
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位于流形上的数据点的同类近邻点、异类近邻点以及全局近邻点,然后根据这些近邻点和原数据点之间的流形

距离得到相应的相似度度量,最后利用这些相似度度量构造基于流形距离的半监督判别分析算法(SSDA)的目

标函数.通过在标准人脸数据库上的实验,验证了提出的算法相比于现有算法,更能提高基于距离算法的分类准

确率.同时,为了解决非线性降维问题,我们将核函数引入 SSDA,提出了 Kernel SSDA,同样,通过实验也验证了其

有效性. 
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附  录 

Kernel SSDA. 
假设存在一个非线性映射Φ:RD→H,H 为一个高维内积空间.Φ(xi)表示 xi 在 H 中的值,对于在空间 H 中两点 

间Φ(xi),Φ(xj)的距离,定义成 || ( ) ( ) || 2i j ii jj ijx x K K KΦ Φ− = + − ,其中,Kij=〈Φ(xi),Φ(xj)〉是核矩阵 K 的(i,j)个元素. 

K(x,y)=〈Φ(x),Φ(y)〉表示H中的内积运算,称为核函数.常用的核函数有Guass核
2|| ||( , ) exp x yK x y

t
⎛ ⎞− −

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

以及多 

项式核 K(x,y)=(1+xTy)d. 
需要注意的是,由于我们将数据映射到了一个高维空间,数据点的距离通过内积运算得到,因此,数据点的

邻域与用欧式距离选取的可能不一致.因此,通过 NSMD 算法得到的邻域也可能不一样.去除公式(3)~公式(5)中
的常数,同时通过映射函数得到: 

( )( ) ( ) ,  ( )( ) ( ) ,  ( )( ) ( )T T T T T T
w N w w N b N b b N t t tS A X D W X A S A X D W X A S A X D W X AΦ Φ Φ Φ Φ Φ= − = − = − , 

其中,Φ(xN)={Φ(x1),Φ(x2),…,Φ(xN)},Φ(X)={Φ(x1),Φ(x2),…,Φ(xN+M)}.根据核函数性质,变换矩阵 A={a1,a2,…,an}的 

列向量 at(1≤t≤n)位于由Φ(x1),Φ(x2),…,Φ(xN+M)张成的空间中,因此可以得到
1

( ),
N M

t
t i i

i
a b xΦ

+

=

= ∑ 于是有, 

( )( ) ( ) ( ) ,T T T
w N w w N N w w NS A X D W X A B K D W K BΦ Φ= − = −  

( )( ) ( ) ( ) ,T T T
b N b b N N b b NS A X D W X A B K D W K BΦ Φ= − = −  

( )( ) ( ) ( ) ,T T T
t t t t tS A X D W X A B K D W KBΦ Φ= − = −  

其中,KN=Φ(XN)TΦ(X),K=Φ(X)TΦ(X).于是,公式(8)就转化为 

( ( ) ( )) ( ( )) ,w w t t w wK I D W D W KB K I D W KBα− − − = −  

其中 ,B={b1,b2,…,bN+M}为所需求解的变换矩阵 .于是 ,对于测试点 x,我们可以得到其投影坐标为 y=BTKx, 
Kx={K(x,x1),K(x,x2),…,K(x,xN+M)}. 
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