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Abstract:  In this paper, a fuzzy scatter difference discrimininant criterion is presented. Based on this criterion, 
fuzzy clustering algorithm FMSDC (fuzzy maximum scatter difference discriminant criterion based clustering 
algorithm) is also presented. The proposed algorithm reduces dimensionality while clustering by iterative 
optimizing procedure. First, it introduces the fuzzy concept into maximum scatter difference discriminant criterion; 
then the parameter η in the fuzzy criterion is appropriately determined based on specific principles so that the 
sensibility aroused by parameter η can be decreased to some extent; At last clustering and reducing dimensionality 
are realized according to fuzzy membership μik and optional discriminant vector ω, respectively. Experimental 
results demonstrate the proposed method FMSDC is not only capable of clustering but also robust and capable of 
reducing dimensionality. 
Key words: fuzzy maximum scatter difference discriminant criterion; discriminant vector; dimensionality 

reduction; fuzzy clustering; robust 

摘  要: 基于最大散度差判别准则提出了一种模糊最大散度差准则,并根据模糊最大散度差准则提出一种聚类方

法(fuzzy maximum scatter difference discriminant criterion based clustering algorithm,简称FMSDC).该方法通过迭代
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优化方法实现聚类的同时还可以实现特征降维.该方法首先在最大散度差判别准则中引入模糊概念;然后通过具体

原则设定模糊最大散度差判别准则中的参数η,从而在一定程度上降低了由参数η引起的敏感性;最后分别根据模糊

隶属度μik、最优鉴别矢量ω进行聚类和特征降维.实验结果表明,FMSDC方法不但具有基本的聚类功能,而且具有较

好的鲁棒性和较强的特征降维能力. 
关键词: 模糊最大散度差判别准则;鉴别矢量;降维;模糊聚类;鲁棒性 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

聚类作为一种有效的无监督模式识别方法,在许多领域得到了成功的运用[1−7].C-均值和模糊C-均值(fuzzy 
C-means,简称FCM)[8,9]是两种基本的聚类方法,而FCM方法是在C-均值方法上引入了模糊的概念,这就使得聚

类的结果更符合现实世界的实际情况,因此在许多问题的求解中得到成功的运用 [1−3].绝大部分类似于FCM方

法的聚类方法[10−12],都是强调尽可能地实现类内散度最小化,而Kuo-Lung Wu等人提出的FCS方法[13]则不但考

虑了类内散度最小化,而且充分考虑了类间散度最大化,因此与以上方法相比有更好的聚类效果. 
最大散度差判别准则是一种新的线性判别准则 [14,15],与Fisher准则一样都是寻找最优的鉴别矢量,使得各

类之间尽可能地分开.该准则使用类间散度减去η倍类内散度作为判别标准,在一定程度上克服了Fisher准则类

内散度矩阵奇异性问题,同时,宋枫溪等人证明了在类内散度矩阵非奇异时存在唯一的正实值η0使得最大散度

准则和经典的Fisher准则等效,从这个意义上讲,该判别准则可以看成是Fisher准则的泛化.然而,该准则的判别

效果在很大程度上依赖于参数η的选取,同时依据该准则的划分属于硬划分,没有引入模糊概念,在一定程度上

没有客观地反映现实世界. 
因此 ,本文提出一种基于模糊最大散度差准则的聚类方法 :FMSDC(fuzzy maximum scatter difference 

discriminant criterion based clustering algorithm).该方法不但继承了原准则的优点,而且具有如下优势:(1) 实现

了在最大散度差准则中引入模糊概念,并用于无监督的聚类分析;(2) 根据具体原则设定参数η,提高聚类的稳

定性;(3) 根据最优鉴别矢量实现特征降维,提高聚类效率和效果,还可以构造相应的分类器. 
本文第 1 节简要介绍最大散度差准则.第 2 节重点阐述本文提出的方法:FMSDC.第 3 节通过实验说明

FMSDC 方法的效果.第 4 节总结全文并提出以后要解决的问题. 

1   最大散度差判别准则 

最大散度差判别准则是在 Fisher 准则的基础上提出来的,其基本目的是寻找一个最优投影方向,实现分类

的类内散度最小、类间散度最大,取得较好的分类效果,属于有监督的分类判别准则. 
定义 1(类内散度)[16]. 假设有n个样本组成的样本集D={x1,…,xn},它们分别属于C个不同的类,其中大小为

nk的样本子集Dk属于第k类,给定分类决策平面的法向量ω,则类内散度为ωTSWω.其中, 
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称为均值. 
定义 2(类间散度)[16]. 假设有n个样本组成的样本集D={x1,…,xn},它们分别属于C个不同的类,其中大小为

nk的样本子集Dk属于第k类,uk是第k类样本均值,给定分类决策平面的法向量ω,则类间散度为ωTSBω.其中, 
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称为样本总体均值. 
定义 3(最大散度差准则)[14]. 根据定义 1、定义 2,最大散度差准则定义为 
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在取适当的参数η后,满足式(5)的鉴别矢量ω*为最优鉴别矢量,这样,在矢量ω*上的投影可以保证达到类内

散度最小、类间散度最大.使用与求解Fisher准则相似的方法可以求出ω*为SB−ηSW最大特征值对应的特征向量,
此时可以看出,在最大散度差准则中确实解决了Fisher准则中类内散度矩阵奇异性问题.然而,式(5)也表明参数

η对求解最优鉴别矢量ω*起着至关重要的作用. 

2   基于模糊最大散度差判别准则的聚类方法:FMSDC 

2.1   模糊最大散度差判别准则 

使用与文献[13]相似的方法将模糊概念引入类内散度矩阵、类间散度矩阵,形成模糊类内散度、模糊类间

散度并构造新的模糊最大散度差判别准则. 
定义 4(模糊类内散度). 假设有n个样本组成的样本集D={x1,…,xn},分别属于C个不同的类,其中大小为nk的

样本子集Dk属于第k类,uk是第k类样本均值,给定分类决策平面的法向量ω,则模糊类内散度为ωTSFWω.其中, 
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定义 5(模糊类间散度). 假设有n个样本组成的样本集D={x1,…,xn},分别属于C个不同的类,其中大小为nk样

本子集Dk属于第k类,uk是第k类样本均值,给定分类决策平面的法向量ω,则模糊类间散度为ωTSFBω.其中, 
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称为模糊类间散度矩阵[13]. 1
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= x∑ 称为样本总体均值,μik的定义同定义 4. 

定义 6(模糊最大散度差判别准则). 根据定义的模糊类间散度、模糊类内散度,模糊最大散度差准则定义为 
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根据拉格朗日乘数法,我们可以求解(8)对应的拉格朗日公式: 
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其中,λ,λi为拉格朗日系数. 
定理 1. 在模糊最大散度差准则中,式(9)的拉格朗日系数λ为SFB−ηSFW对应的本特征值. 
证明:若使式(8)成立,则必须满足: 
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所以,定理成立. □ 
由定理 1 可以看出,本文提出的模糊最大散度差准则在求解最优鉴别矢量过程中也解决了 Fisher 准则类内

散度矩阵的奇异问题,这说明该准则较好地继承了原准则的优点. 
定理 2. 在模糊最大散度差准则中,式(8)成立的必要条件为 
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其中,u 为样本总体均值. 
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证明:首先证明式(12)成立.根据式(9),则式(8)成立必须满足: 
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根据式(15)、式(16)得式(12)成立. 
同理,可以证明式(13)成立. □ 
根据模糊隶属度的要求,μik∈[0,1],规定当式(12)的分子满足条件(17)时,令μik=1 且μik=0,q≠k,则 
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Fig.1  Sketch map of the crisp section 
图 1  硬划分示意图

由式(17)可以看出,当某一样本xi、第k类聚类中心uk和样本总体

均值u分别沿鉴别矢量ω方向投影后,如果样本投影点到聚类中心投

影点的距离小于或等于聚类中心投影点到样本总体均值投影点距 
离的 1 η 倍,则样本xi严格隶属于第k类,即硬划分(如图 1 所示,其 

中,×和◇分别表示两类样本的聚类中心,☆表示样本总体均值,加“⋅”
的样本所在区域是硬划分区域).而且式(12)、式(13)还表明模糊最大

散度差判别准则中的参数η将直接影响到聚类效果的好坏,因此,如
何对参数η进行设定对本文的 FMSDC 算法是至关重要的.下面给出

的方法能够较好地解决这个问题. 

2.2   设定模糊最大散度判别准则中的参数η 

参数η在聚类过程中不但影响聚类中心,而且决定着硬划分对应的样本.因此,在一般情况下,如果某样本投

影点到某一聚类中心投影点的距离小于或等于所有聚类中心投影点之间最小距离的 1/2,对该样本实行硬划分

则较为合理,而且也避免了一个样本被硬划分到多类的情况.由此,可以根据如上分析来设定参数η的值. 
定理 3. 当某一样本xi、第k类聚类中心uk和样本总体均值u分别沿鉴别矢量ω方向投影后 ,如果令η= 

1 2max{ , ,..., }Cη η η ,其中,
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所以有式(18)成立. □ 
由定理 3 可知,如果按照上述方法对参数η进行设定,可以保证在对某一样本进行硬划分时符合划分的直观

含义,即满足该样本投影点到某一聚类中心投影点的距离小于或等于所有聚类中心投影点之间最小距离的 
1
N

(N ≥4),因此,从以上分析可知,N越大,硬划分的程度越低,反之则模糊程度越高. 

正如文献[13]所考虑的一样,在本文的 FMSDC 方法中也要考虑在聚类时,聚类中心的收敛性问题,这样才

能保证聚类的效果. 
定理 4. 在FMSDC方法中,当μik固定且η>1 时,使得uk是JFMSDC局部最优解的充分必要条件为式(13)成立. 
证明:必要性在定理 2 中已得到说明,下面来说明充分性. 
将式(8)进行相应的转换: 
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设ϕ(uk)=JFMSDC,考虑由式(13)得到的拉格朗日ϕ(uk)的Hessian矩阵H(ϕ(uk)).根据式(20)可得: 
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由式(21)可以看出H(ϕ(uk))是一个对角阵,而根据定理条件η>1,所以该矩阵是正定矩阵,充分条件成立.这一

结果与文献[13]中讨论的结果正好相互对应. 
因此,根据定理 1~定理 4 可以得到如下的基于模糊最大散度差准则的聚类方法 FMSDC. 
算法(FMSDC). 基于模糊最大散度差判别准则的聚类方法 FMSDC. 

Step 1. 给定误差控制量ε>0,并随机产生隶属度矩阵 0 0( )ik n Cμ ×=U ,设定参数η,N 初始值,并设 p=0. 

Step 2. 根据式(13)计算初始聚类中心  0 ( 1,..., ).ku k C=

Step 3. 计算SFBηSFW 的最大特征值对应的特征向量ω. 
Step 4. 根据定理 3 的前提设定参数η. 

Step 5. 根据式(12)、式(18)计算隶属度矩阵  1 1( )p p
ik n Cμ+ +

×=U .

|

Step 6. 根据式(13)计算聚类中心  1( 1,..., ).p
ku k C+ =

Step 7. 如果 1| p p
FMSDC FMSDCJ J ε+ − ≤ ,则输出隶属度矩阵 1p+U 、聚类中心 、最优鉴别矢量ω;否则,令 p=p+1, 1+p

ku

转到 Step 3. 
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在多类聚类分析中(C>2),由于本文的 FMSDC 方法中引入鉴别矢量,即需将无监督的数据点投影到最优鉴

别矢量上去,因此,如果将该方法作为划分聚类方法,则只适用于能够找到使多类样本投影恰好分开的方向线,
然而绝大部分数据集不能满足这样的条件,从而限制了 FMSDC 方法作为划分聚类的能力.FMSDC 方法可以通

过逐次二分法来实现多类聚类,同时最多可以得到 C−1 个最优的鉴别矢量,可以在一定程度上实现特征降维和

构造相应的分类器.通过以上分析,本文的 FMSDC 方法可能更适用于多类的线性问题. 
正如前文所述,FCS 方法同时考虑了类内散度、类间散度的问题,而本文的 FMSDC 方法是将模糊最大化散

度判别准则引入到无监督的聚类中,通过引入鉴别矢量的方法来实现类内散度最小、类间散度最大,这种技巧

不但可能在一定程度上提高聚类的鲁棒性,而且可以在聚类时实现特征降维,也可以根据得到的最优鉴别矢量

来构造分类器,这些优势都会在后续的实验中得到验证.从这个意义上讲,FCS 显然在理论上不具备上述优势. 

3   实  验 

通过以上理论分析,FMSDC方法是将模糊最大散度差准则用于实现聚类,同时还可以完成特征降维的方

法.为了说明该方法在处理实际问题时同样具有以上优势,使用FMSDC方法分别测试IRIS数据集[17]、纹理图像

数据集、真实基因数据集Yeast galactose data[18]来说明方法的有效性.通过测试IRIS数据集说明方法的基本聚

类能力,反映方法的基本功能;通过测试纹理图像数据集(无噪、加噪)来说明方法处理大数据集时的聚类效果和

抗噪能力;测试高维基因数据集来表明方法的降维能力.测试的精度使用通用的Rand Index[19]来表示. 

3.1   测试IRIS数据集 

IRIS数据集是UCI[17]数据集中经典的数据集,经常用来测试聚类的效果.该数据集有 150个样本组成,分成 3
类(每类有 50 个样本,每个样本有 4 个特征),其中第 2 类和第 3 类有交叉.在本文中使用该数据集来分别测试

FCM、FCS和FMSDC方法,在测试FMSDC方法时,使用划分聚类、二分法分别进行测试,以说明FMSDC方法的

基本聚类功能,在测试过程中根据定理 3 和定理 4,选取η=2,N=4.同时,为了表明参数 对硬划分的影响,设定了

多种参数 值来分别表现划分效果. 
N

N
从以上结果可以看出,本文的 FMSDC 方法具有如下特点: 
(1) 表 1 和表 2 说明 FMSDC 方法具备基本的聚类功能,同时从表 1 还可以看出,FMSDC 方法在测试 IRIS

数据集时的聚类效果比 FCM 和 FCS 两种方法要好,这在一定程度上是由于 FMSDC 方法引进了最优鉴别矢量,
这一点还可以分别从使用二分法和划分法测试 FMSDC 得到的效果看出. 

Table 1  Rand index of FMSDC, FCM and FCS algorithms for IRIS datasets 
表 1  本文的 FMSDC 方法与 FCM、FCS 方法分别测试 IRIS 数据集的 Rand Index 值 

Algorithm Mistaken partition numbers Accuracy 
FCM 16 0.893 
FCS 7 0.9417 

Partition clustering 6 (ε=1e−6) 0.949 5 FMSDC 
Dichotomy clustering 5 (ε=1e−6) 0.966 7 

Table 2  Cluster center of FMSDC (partition clustering) algorithm for IRIS datasets 
表 2  本文的 FMSDC(划分聚类)方法测试 IRIS 数据集得到的聚类中心 

Cluster center 
0.240 22 0.516 29 −0.604 91 −0.845 24 
0.509 48 0.248 99 0.300 28 0.131 47 
0.740 46 0.397 66 0.701 42 0.747 51 

 
(2) 图 2 表明了 FMSDC 算法和 FCS 算法迭代收敛情况.从该图中可以看出在测试 IRIS 数据集时,本文方

法只要经过很少的迭代过程(迭代 6 次)就可以保证算法收敛到局部最优解,而 FCS 算法则要经过 25 次迭代才

能收敛,由此可以说明 FMSDC 方法具有收敛速度快、迭代效率高的特点. 
(3) 图 3 表明了当参数 N 发生变化时,IRIS 数据集第 3 类样本硬划分的效果.从图中可以看出,当 变大时,N
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样本被硬划分数目降低,即当 N=4 时有 38 个样本被硬划分,当 N=40 时有 27 个样本被硬划分,当 N=400 时只有

9 个样本被硬划分,而当 =40000 时没有一个样本被硬划分,从而充分说明前面在理论上对参数 N 的分析是合

理的,即 N 确实可以控制硬划分的效果. 
N

    
 

 

×106 

Va
lu

e 
of

 o
bj

ec
tiv

e 
fu

nc
tio

n 

0 

−0.5

−1.0

−1.5

−2.0

−2.5

Iterative number
0 5 10 15 20 25

 

 

Va
lu

e 
of

 th
e 

di
ffe

re
nc

e 
ab

ou
t c

en
te

r 0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

Iterative number 
0 5 10 15 20 25 30 35 40

 
(a) Iterative convergence of FMSDC 

(a) FMSDC 算法迭代收敛性 
(b) Iterative convergence of FCS 

(b) FCS 算法迭代收敛性 

Fig.2  Iterative convergence of FMSDC and FCS algorithms 
图 2  FMSDC 和 FCS 算法迭代收敛性 
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(a) N=4 (b) N=40  
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(c) N=400 (d) N=40000 

Fig.3  Distribution of the membership degree 
图 3  隶属度分布 
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3.2   测试纹理图像 

通过使用FMSDC算法对无噪和加噪的纹理图像进行纹理分割来说明算法处理大数据集时的聚类效果和

抗噪性能.其中,FMSDC方法使用二分法,参数η=2,N=4.该图像采用Brodatz纹理库[20]中的纹理合成的图像进行

纹理分割测试.图 4(a)为合成的四纹理图像,该图像是 100 像素×100 像素,即有 10 000 个样本.为了测试FMSDC
算法的抗噪性,首先对合成的纹理图像分别使用FCM、FCS和FMSDC算法进行纹理分割(效果如图 4 所示).为了

比较加噪后 4 种算法的抗噪性能,对合成纹理图像加高斯噪音.加高斯噪音图像如图 5(a)所示,分别使用FCM、

FCS和FMSDC算法进行加噪纹理分割测试(效果如图 5 所示),其中图 6 是正确的分割. 
从图 4~图 6 的结果可以看出,本文的 FMSDC 算法在处理大数据集时具有如下特征: 
(1) 从图 4、表 3 可以看出,本文的 FMSDC 方法在处理无噪的纹理图像这种大数据集时的效果比 FCS 方

法略好.从这个意义上可以说明,FMSDC 方法作为一种聚类方法在一定程度上可以替代 FCS 方法,同时也说明

FMSDC 方法的聚类效果较强. 
(2) 图 5、表 3 说明 FMSDC 方法与其他方法相比具有较强的抗噪性.特别是与 FCS 方法相比更能说明

FMSDC 的优越性.由于 FMSDC 方法引入了最优鉴别矢量,每次二分聚类都能得到一个最优鉴别矢量,这样就可

以使样本在沿着这些最优鉴别矢量投影后,投影后的样本点更有利于保证在聚类时尽可能达到类内散度最小、

类间散度最大.而这一策略显然是 FCS 算法不具备的.从这个层面上讲,鉴别矢量的引入确实可以提高聚类的效

果和鲁棒性. 
 

  
(a) 4-Textural image 

(a) 四纹理图像 
(b) FCM algorithm 

(b) FCM 算法 

  
(c) FCS algorithm 

(c) FCS 算法 
(d) FMSDC algorithm 

(d) FMSDC 算法 

Fig.4  Segmentation results of four algorithms for 4-textural image 
图 4  4 种方法对四纹理图像分割的结果 
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(a) 4-Textural image with Gaussian noise 

(a) 加高斯噪音的四纹理图像 
(b) FCM algorithm 

(b) FCM 算法 
 

  
(c) FCS algorithm 

(c) FCS 算法 
(d) FMSDC algorithm 

(d) FMSDC 算法 

Fig.5  Segmentation results of four algorithms for Gaussian noisy 4-textural image 
图 5  4 种方法对加噪的四纹理图像分割结果 

 

 
Fig.6  Perfect segmentation results for 4-textural image 

图 6  四纹理图像标准分割结果 

Table 3  Segmentation accuracies of four algorithms for (noisy) 4-texture image 
表 3  4 种方法分割(加噪)四纹理图像的精度 

Datasets Algorithm Index of Figures Accuracy 
FCM Fig.4(b) 0.856 
FCS Fig.4(c) 0.860 2 4-Textural image (Fig.4(a)) 

FMSDC (ε=1e−6) Fig.4(d) 0.863 7 
FCM Fig.5(b) 0.594 2 
FCS Fig.5(c) 0.709 1 4-Textural image with Gaussian noise (Fig.5(a))

FMSDC (ε=1e−6) Fig.5(d) 0.838 8 
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3.3   测试基因数据集 

真实基因数据集Yeast galactose data作为高维数据集[18,21],由 205 个样本组成,分成 4 类,每个样本具有 80
维.本文使用该数据集来测试FMSDC方法(其中η=2,N=4)的特征降维能力.在使用FMSDC方法进行特征降维时,
采用与线性判别函数解决多分类问题相似的方法,将 4 类问题分解成 3 个两类的聚类问题,每聚类 1 次产生 1
个相应的判别矢量,这样可以产生 3 个不同的判别矢量,并对以上的 3 个判别矢量进行正交化,形成一个三维空

间,这样就可以将上述八十维的Yeast galactose data数据集在三维空间上进行投影,得到一个新的三维数据集,记
为 3-Yeast galactose data. 

从表 4 可以看出,FMSDC 方法具有如下特性: 
(1) FMSDC 确实具备特征降维能力,这与前面的理论分析是相符的.FMSDC 这一特性是 FCS 不具备的. 
(2) FMSDC 方法将八十维的数据集投影成三维数据集时精度没有太大的变化.这就说明 FMSDC 方法在特

征降维时能够充分保留原数据集的数据特征信息,具有较强的特征降维能力. 

Table 4  Validity of dimensionality reduction 
表 4  特征降维的有效性 

Datasets Algorithm Accuracy
FCM 0.855 67Yeast galactose data FMSDC (ε=1e−6) 0.907 84
FCM 0.837 3 3-Yeast galactose data FMSDC (ε=1e−6) 0.878 0 

 

4   总  结 

本文提出一种模糊最大散度差判别准则,并将此准则引入到无监督的模糊聚类中,提出一种模糊聚类方

法:FMSDC.该方法在通过迭代优化的方法解决聚类问题的同时,还可以得到最优鉴别矢量,实现特征降维,提高

聚类效果.在构造模糊最大散度差判别准则过程中,提出了一种根据直观意义设定参数η 的策略,较好地解决了

原最大散度差判别准则对参数η 敏感性的问题.当然,本文提出的 FMSDC 方法还有需要进一步研究之处,比如

如何提高方法本身的处理速度以及方法的核化过程,这些将是我们以后要研究的工作. 
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