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Abstract: In this paper, the regular domain of traditional parametric surface is generalized to manifold, and a new 
method is proposed to construct smooth surface based on this domain manifold. This method uses shortest distance 
to build base function, and creates arbitrary topology smooth surfaces directly without split and joint. The result 
surfaces based on this method can be controlled easily in locally area, and a lot of algorithms used in NURBS 
surface also can be applicable here. The experimental results show that the construct method can easily generate 
complex surface. 
Key words: proto-manifold; differential manifold; chart; surfaces modeling 

摘  要: 将传统参数曲面的规则定义域推广到一般的二维流形上,并基于定义域微分流形提出了一种新的光滑曲
面构造方法.该方法运用最短距离构造基函数,从整体上直接构造出任意拓扑结构的光滑流形曲面,无须分片生成后
再进行拼接.而且该算法所生成的流形曲面具有很好的局部性和可控性,NURBS 曲面上的很多方法在此曲面上仍
然适用.实验结果表明,该构造方法可以构造出非常复杂的曲面. 
关键词: 原型微分流形;微分流形;坐标卡;曲面造型 

构造任意拓扑结构的光滑曲面一直是计算机辅助设计领域的关键难题,传统的解决方法是把整张曲面割
开,分片构造,然后再拼接起来.其中应用最广的还是以 NURBS 为代表的参数曲面造型技术.这种方法的优点是
每片曲面都可以很容易地构造出来,但是曲面片之间的光滑拼接难度很大,特别是在涉及到多片拼接的边界点
处,要达到二阶或三阶光滑性尤为困难. 
为了避免拼接,部分研究者转而考虑从整体上构造曲面,并取得了重要进展,如细分曲面、三角域 NURBS

曲面、T样条曲面[1,2]、G样条曲面[3]、有理高斯曲面等. 

1   相关工作 

细分曲面是整体构造曲面的典范,但是细分曲面在奇异点处通常只能达到一阶连续,最多只是一张“几乎处

                                                             
∗ Supported by the National Natural Science Foundation of China under Grant No.60573152 (国家自然科学基金) 

 Received 2006-03-15; Accepted 2006-09-11 

 



 王青 等:基于流形的光滑曲面构造 65 

 
处”二阶连续的三次 B 样条曲面[4],而且细分曲面是基于离散网格通过反复迭代构造出来的极限曲面,很难进行
各种数学分析. 
基于多变量单形 B样条[5],Dahmen和 Font提出了三角域上的 B样条曲面表示方法[6,7],把三角域上的 B样

条曲面有理化就得到了三角域上的NURBS曲面[8].多变量单形 B样条建立在三角形网格上,与单变量 B样条相
比,它提供了更多的灵活性,但是在节点的选取、配置上就要困难得多,而且求值求导计算和域剖分计算也非常
复杂、费时,特别在高维高阶的情况下,显得更加困难[9,10]. 
另外,Goshtasby以高斯函数为基函数提出了有理高斯曲面设计方法,可以在任意的非规则网格上构造任意

光滑的曲线曲面[11,12].与三角域上的 NURBS相比,有理高斯曲线曲面具有计算和设计方法简单、光滑性高等优
点.但有理高斯曲线曲面的局限性是很明显的:一方面,高斯函数具有全局性,使得它很难进行精确的局部控制;
另一方面,在表示闭合曲面时,运用的是无穷累加的方法,所以无法用它来精确地构造基本图元,比如球、圆锥等;
而且,有理高斯曲面需要全局参数化,所以只能构造拓扑同构于球的曲面. 
最近,基于流形的曲面表示和造型方法逐渐被研究者所关注[13,14].这种方法能直接在微分流形上构造曲面,

避免了在任意拓扑结构上直接作整体参数化的难点.Grimm 等人首先将曲面作为流形来进行构造,这种方法把
控制网格的每一个图元(点、边、面)都做成坐标卡,把这些小的坐标卡用流形的概念拼接起来就得到了与控制
网格同胚的微分流形,然后运用细分的方法为每一坐标卡生成控制顶点,形成曲面上的一个小面片,进而由这些
小曲面片整体重构出光滑曲面[15].但这种方法的坐标卡非常多,计算效率比较低. 

Navau 等人则提出了另一种基于流形的曲面构造方法.他们把开网格一致映射到正方形上,在正方形上建
立坐标卡和基函数,利用这些平面坐标卡来构造流形体[16].后来,他们进一步把这种方法推广到任意拓扑上[17],
首先把控制网格运用 Catmull-Clark 细分规则进行重新剖分,把奇点隔离开来,然后将顶点和面的邻域做成坐标
卡,使得坐标卡之间的重叠部分为矩形,这样就能把坐标卡粘合起来得到目标曲面了,但是重新剖分使得控制网
格上的点大量增加,而且在奇点处的计算非常复杂.另外,Gu 等人通过构造定义域微分流形的仿射结构,提出了
流形上的三角样条曲面[18],但是曲面存在奇异点. 
考虑到拓扑结构的任意性和曲面的光滑性,本文也将运用流形来构造参数曲面.其曲面构造的核心思想是:

把传统 NURBS 曲面的定义域扩展为光滑流形,即构建一个与控制网格拓扑同胚的微分流形作为曲面的定义
域,并在此定义域上为每个控制顶点构造相应的基函数,最后类似于 NURBS 曲面的定义将基函数和控制顶点
复合就可以构造出具有任意拓扑结构的光滑曲面.容易证明,所得曲面的连续性仅由定义域的连续性和基函数
的连续性决定.与以往的建立在流形上的曲面设计方法相比,本文的优点在于: 

• 无须对控制网格进行再剖分; 
• 控制网格的顶点是曲面的真正控制顶点; 
• 算法容易实现,不是直接构造流形曲面,而且先构造微分流形定义域再生成曲面; 
• 与传统的 NURBS方法相兼容. 

2   流形曲面的基本概念 

首先引入一些关于流形的基本定义. 

定义 1. 一个 维 原型微分流形(proto-manifold)n kC Κ 是下列这些元素的集合: 
(1) A是有限个坐标卡(chart)的集合,坐标卡是 nR 中的连通开集; 
(2) 开子集的集合U },|{ AccUU iiijij ⊂⊂= ,其中U iii c= ; 

(3) 转换函数的集合 ,Φ },|:{ jjiiijjiijij cUcUUU ⊂⊂→= ϕΦ ,其中 ijϕ 是 连续的双射,且满足以下条件: kC

(a)  ;1
jiij ϕϕ =−

(b) ;,)( iii cxxx ∈∀=ϕ  
(c) .),()( ijikikijjk UUxxx ∩∈∀=ϕϕϕ o  
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在上面的定义中, U 描述了坐标卡 c 中与坐标卡 重叠的部分, U 和 是两个不同的子集,如图1 所示,

转换函数

ij i jc ij jiU

ijϕ 精确定义了U 和U 之间的点的对应关系,而且转换函数的连续阶决定了ij ji Κ 的连续阶. 

ijϕ

ikU

ijU
ic

jkϕikϕ

jiU
jc

kc

Fig.1  Chart overlaps and transition functions
图 1  坐标卡重叠区域和转换函数 

设 Κ 是 维 原型微分流形,在n kC Κ 上定义关系~:如果 icx∈ , jcy∈ ,且 )(xy ijϕ= ,那么 .~ yx 由于 ijϕ 满足条

件(a)~(c),所以关系~是 Κ 上的等价关系.等价关系~的意义是, 上的点ic x 如果能通过 ijϕ 变换到 c 上的点 ,那

么这两个点表示的是同一个点,就像地图册上第 i页的某个点和第
j y

j 页上的某个点都表示地球上的同一个地
点.所以应用等价关系, Κ 上的坐标卡虽然有很多重叠,却可以表示一个单一物体. 
定义 2. 设 Κ 是 维 原型微分流形 ,n kC Κ 上的等价关系~定义如上 ,定义 为N Κ 关于~的等价类 ,即

. ~/ΚN =

不难证明定义 1 所给出的 是一个 微分流形N kC [15].取投影映射 NΚ →:Ψ ,对任意 ,使 ,其 Κx∈ ][)( xx =Ψ
中 [ 表示]x x 在等价关系~下的等价类,那么 实际上就是N Κ 的等价类的集合.实际上, 可以看作是N A中的所

有坐标卡通过转换函数在重叠处粘合起来所形成的一个流形体. 

3   基于流形的光滑曲面构造 

3.1   流形曲面的构造过程 

本文将以所有单连通可定向的二维拓扑流形为控制网格,控制网格可以有边界,可以有多个环柄,即亏格可
以大于 0.因为任意控制网格都可以剖分为三角网格,所以不失一般性,本文以三角网格作为流形曲面的控制  
网格. 
流形曲面的构造过程可以描述为:对每个控制网格的每一条边 ,展平与它相邻的两个三角形(在边界处

可能只有一个)得到坐标卡 ,建立转换函数
iE

ic ijϕ ,把各个坐标卡用转换函数粘结起来得到 微分流形 .然后

以 为定义域,在 上为每个控制顶点建立基函数G ,把 归一化后得到 上的单位分解{  

kC

g

N

N N i iG N :}i

 )()()( 1 pGwpGwpg n
i iiiii ∑=

= , Np∈  (1) 

最后生成流形上的曲面: 

 ) , ()( 1 pgVpS n
i ii∑ =

= Np∈  (2) 

类似于 NURBS 曲面,其中 是控制顶点V 的权因子.如果 是 连续的,那么 就是 连续的,其中
. 

iw i iG ikC S lC
},...,,min{ 1 nkkkl =

3.2   建立定义域微分流形 

设控制网格为 ,其中),,( FEVM = },...,2,1|{ niVV i == 为顶点集, 为边集,E F 为面集.为说明方便,这里以顶
点的下标来标识边和面,即 },),,( VVVVV jiji| Eijij{EE ∈== , },,),,(|{ VVVVVVFF kjijiijk ∈,VkFijk == . 

本文以边为单位构造坐标卡集.任取控制网格的一条边 ,通过适当的旋转和平移,将 及其相邻的三角

形 和 等距映射到平面上,就得到坐标卡 c .如果 在边界上,那么只有一个三角形与其相邻.设这个等距
ijE ijE

ijkF ijlF ij iE
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映射为 ijψ ,那么记 ).(),(),( ijlijijlijkijijkijijij FfFfEe ψψψ ===

ij

在这个等距映射下三角形的边长保持不变,边的相邻

性也保持不变,如图 2 所示,映射ψ 相当于把两三角形沿着公共边直接摊平.取 },,,{ ijlijkijij ffec = 那么,坐标卡集

)}( ijij E,{ ijijij eEcA | E ψ=

ijkF ,( ijE

kiijkjkijkij cfcfc ⊂⊂⊂ 32 ,,

∈=

ijkf 1

∃ . 

,,( jkij cc

ϕ
q

ijkf (p
ijkf a 1, =qp )3,2, ϕ p

ijkf= pqqr ϕϕϕ =o

ϕ ),,( p
k

p
j

p
i

p
ijk VVVf =∈ )( q

j
q

ipq vVuVV +=

ϕ ϕ ∞∈C

Κ N N

NΚ →: ic Ψ

i

Ψ

iG
r jc∪=iα r 1),( iD ii

≤= αΨα

ir iG )(uh kC 1≥u (h

vphG ii −= − )((|| 1Ψ

iv iV Κ kivq ||− q iv K iv

iv ic∈ kcq∈ jlj cc ,...,1 jlc

1−, jljlϕ 1−jl

kivq ||q iv −

r i

iiG Ω },0)(|{ NppGp ii ∈>=Ω iΩ

ir

i

ir
}Ω N iv iv

}1,5.0,0,5.− 0,1 − B

M

iV

ijψ

ijϕ

ijc

1
, ijkjkij fU =

kic kV
M

jV

jkc 2
, ijkijjk fU =

jkψ

Fig.2  Construct domain manifold 
图 2  构造定义域微分流形 

控制网格上的每个三角形 相对于它的 3条边 可以映射到 3个坐标卡 上,显然有

3 个不同的像: (如图 2 所示).现在需要构造转换函数

), kijk EE )kic

把这 3 个像粘在一起,即 :pqϕ  

,且 必须满足定义 1中的 3个条件,即 , , .1−
qpϕ=pqϕ p

ijkpp f )(ϕ pr 本文以简单

的重心坐标法来构造 ,设V 的重心坐标为 ,那么 容

易证明

) ϕ, wv,(u .q
ijk

q f∈kwV+

满足定义 1 中的 3 个条件,且 ,所以根据定义 1 坐标卡集 A和所有的转换函数形成了原型微分

流形 ,再按照定义 2形成定义域微分流形 ,显然 也是 连续的. ∞C

3.3   基函数 

对投影映射 (见定义 2),设 在 映射下的像为 ,那么 表示在坐标卡粘合后 在 上相

对应的一块区域.对控制网格上一个顶点V ,我们的目标是在 上建立 连续的基函数 .在控制网格上取V
的

icD
icD

k

ic N

N C i

环领域,设 为这 环领域中所有的边所对应的坐标卡的集合,那么 { }n≤ 构成了

的一个开覆盖.再设 为 的控制半径, 为 连续的单峰函数,在

N

0=u 处最大,当 时 ,那么 G
可以取为 

0) =u i

  (3) NpriK ∈ ),/||
其中 为 在 中的对应点, || 表示 和 在 上的最短距离.显然 和 都可以出现在q K 的有限多个

坐标卡上,如果它们不在同一个坐标卡上,通过转换函数将两个坐标卡连接起来再求最短距离.也就是说,若 
, ,总能找到一系列的 ,运用转换函数 jlk ,ϕ 可以将 转换到 处形成连通区域,再用转换函

数

kc

将这个结果区域转换到 c 处形成一个更大的连通区域,依次类推,可以在最后形成的连通区域内求 

出 和 之间的最短路径和距离.而 || 表示所有这些距离中的最小值.由于控制顶点的影响范围局限在
它的 环领域内,一般取V 的 2环领域进行设计,所以要遍历的坐标卡是非常有限的. 
记 的支撑域为 ,即 ,显然 { }iΩ 也必须构成 的一个开覆盖.N 主要通过 来

进行控制, 越大流形曲面的光顺性越强, 越小流形曲面越能体现控制网格的局部特征.特别的,当取 r 取到最
小, {

ir

i

刚好覆盖 ,流形曲面退化为控制网格本身.一般情况下,取 为ir iα 中离 最远的点到 的距离,而 取

为以{ 为节点的均匀 3次

h

样条基函数,这样 就是 C 连续的. iG 2

3.4   一致性 

本文介绍的曲面构造方法和传统的曲面方法是完全一致的.从定义域来看:传统的参数曲线是以一维光滑
微分流形直线或圆作为定义域;传统的参数曲面是以平面、球面或柱面等二维光滑微分流形作为定义域;而这
里则是直接构造微分流形作为定义域,并且这些作为定义域的微分流形 均同胚于控制网格N .从基函数来
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看:基函数都是单峰函数,都是通过调节基函数的支撑域来调节控制顶点的影响范围.从构造过程来看:都是将
定义域所在的微分流形通过控制顶点的几何信息(坐标)和影响范围(基函数)进行变形. 
本文生成的流形曲面可以看成是 NURBS曲面的推广,具有良好的局部性.关于 NURBS曲面的许多控制和

编辑方法同样适用于此流形曲面,而且通过控制基函数的支撑域,不难实现曲面上的尖点和楞边设计. 

4   实  现 

给定控制网格后,按照上文中的步骤和方法即可生成流形曲面了.但为了对流形曲面进行绘制,还需要将它
采样成三角形网格.采样的方法是:首先把控制网格的每个面进行均匀剖分或自适应剖分,然后对剖分后三角网
格 上的每一点Π P ,求出其所在三角形的重心坐标 ,根据重心坐标和所在的三角形求出定义域 Κ 上 
相应的点 ,找出对 有影响的控制顶点集V , Vp p P P }||||{ iΚii rvpV <−= ,就可以得到在曲面上的相应采样点 P′ : 

.)(∑
∈

=′
Pi VV

ii VpgP  

把所有 上的点都映射到曲面上后,利用Π Π 上点的连接关系连接曲面上的对应点,就得到了流形曲面的
采样网格.例如,图 3~图 6分别显示了亏格为 0,1,2,5的控制网格及其生成的流形曲面,这些例子在 CPU 2G,内存
512M的机器上实现,生成时间均不超过 1秒. 

 

Fig.3  Example manifold surface for genus 0 
图 3  亏格为 0的流形曲面 

Fig.4  Example manifold surface for genus 2 
图 4  亏格为 2的流形曲面 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig.5  Example manifold surface for knob 

图 5  纽结流形曲面 
Fig.6  Example manifold surface for genus 5 
图 6  亏格为 5的流形曲面  

5   总  结 

本文提出了一种新的方法来建立与控制网格拓扑同胚的微分流形定义域,并详细讨论了在此定义域上构
造流形曲面的详细过程,这个构造过程是简单流形上曲面构造过程的推广,使控制网格拓广到任意有向二维拓
扑流形,更具有一般性和统一性.最后讨论了流形曲面的采样和绘制方法,并给出了实验结果. 
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