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Abstract: With the necessary and sufficient conditions for Ck-continuity of uniform stationary subdivision schemes, 
the range of free parameter in several classical interpolating curve schemes is presented. For the first time, this 
paper points out that the arity-2 interpolating 6-point scheme is C3-continuous in certain range. A new 
C3-continuous arity-3 interpolating 6-point scheme is also proposed. 
Key words: subdivision; interpolating scheme; continuity analysis 

摘  要: 利用单变量均匀稳定细分格式 Ck 连续的充要条件,分析了已有的插值曲线格式各阶连续时参数的取
值范围.首次指出了六点二重插值格式可以达到 C3连续,并构造了一种新的 C3连续的六点三重插值细分格式. 
关键词: 细分;插值格式;连续性分析 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

由于具有算法简单、易于实现和高效性等优点,细分方法在计算机图形学和计算辅助几何设计中越来越受
到关注.最早的单变量细分格式要追溯到 Chaikin 于 1974 年提出的用于生成二次 B-样条的算法[1].20 世纪 80
年代,Dubuc 以及 Dyn,Gregory 和 Levin 独立地提出了四点二重插值格式,并证明该格式是 C1 连续的 [2,3]. 
Weissman构造了一种六点二重插值格式,并给出了 C2连续时参数的取值范围[3].Deslauriers和 Debuc从多项式
插值出发,分析了 2N点 b重插值格式[4]. 

Kobbelt 引入了一种称为 3 格式的曲面细分方法[5],该方法在两步细分后得到三重格式.该类细分方法的
边界曲线是单变量三重格式生成的.受此启发,Hassan 和 Dodgson 等人提出了 C1的三点三重插值格式[6]和 C2

的四点三重插值格式[7]. 
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在单变量细分格式的收敛性和连续性分析的理论上,Dyn 等人[3,8−10]给出了关于二重格式的充分条件和必

要条件,Hassan 等人[6,7]给出了关于三重格式的充分条件.Romani[11]根据细分格式掩模的重数和宽度对单变量

均匀格式进行了统一的分类,并给出了一般的 a 重格式 Ck连续的充要条件.本文利用该条件分析了一些已知格
式的连续性,指出 Weissman 的六点二重插值格式[3]可以达到 C3连续,并构造了一种新的 C3连续的六点三重插

值细分格式. 
本文第 1节介绍单变量细分的概念,并修正了 Romani[11]的充要条件.第 2节利用该充要条件分析了已有的

单变量插值细分格式(如四点二重插值格式[3]、六点二重插值格式[3]、三点三重插值格式[6]、四点三重插值格

式[7]等),给出各阶连续时参数的取值范围.第 3 节构造了一种新的六点三重插值细分格式,并证明该格式是 C3

连续且有 4阶精度.最后,给出本文的结论和将来的工作. 

1   细分格式 C k连续充要条件 

1.1   单变量细分格式 

单变量细分格式通过对初始控制多边形 P0={ :i∈Z}不断加细,得到一条光滑的极限曲线.细分过程用公
式可表示为 

0
iP

P j=M jP j−1. 

这里,P j是以控制顶点 ,i∈Z为分量的列向量,线性变换矩阵 Mj
iP j称为细分矩阵. 

如果每一细分步的细分矩阵相同 ,即 M j≡M,j∈Z+,则称格式是静态的 (stationary);否则 ,称为非静态的
(non-stationary). 
定义 1. 细分矩阵{M j}j≥1的列(表示一个老控制顶点在第 j层对新控制顶点的影响系数)称为掩模(masks). 

如果每一细分步仅由一个掩模 mj={ :i∈Z}确定,格式称为均匀的(uniform)(既然在曲线的所有位置用同

样的掩模).这时,双无穷细分矩阵 M

j
im

 j的所有列是相同的,只是相互偏移了 a 行,即 ,∀k,i∈Z.这样细分 j
i

k
kak mM =+ ,1

后的点列 Pj对应于每个老控制顶点有 a个新点. 
定义 2. 均匀细分矩阵的每一列相对于相邻列偏移的整数位置数 a(>1)称为细分格式的重数(arity). 
由于均匀细分由一个掩模确定,且相邻列仅偏移 a个位置,所以细分矩阵 M j有 a个不同的行. 
定义 3. 均匀细分矩阵不同的 a行(表示一个新点被老控制顶点影响的系数的集合)称为模板(stencils). 
这样 ,模板是由掩模 mj 的子序列隐式定义的 .对一个合理的细分格式 ,要求模板的系数和为 1 :∀j∈Z+, 

1
Z

1 =∑
∈

+
i

j
aim ,l=0,…,a−1.事实上,Dyn等人[8]指出上述条件是均匀细分格式收敛(C0)的一个必要条件. 

如果我们把掩模第 1 个非零系数的下标取为 0(即有 =0,∀i<0),令 w(>1)是最小的整数,使得 =0,∀i> j
im j

im

w−1.这样,无穷掩模 mj可以简化成由 w个系数构成的有限集{ :i=0,…,w−1}. j
im

定义 4. 正整数 w(>1)称为细分格式或掩模的宽度(width). 

1.2   C k连续充要条件 

定义 5. 标志点(mark points)是指控制多边形在细分过程中拓扑不变的顶点. 
我们在进行格式分析时,只需分析标志点的不变邻域(invariant neighborhood)所对应的双无穷细分矩阵 M

的有限阶的子方阵(局部细分矩阵).当细分重数为偶数时,只需分析一个局部细分矩阵;而当重数为奇数时,需要
分析两个不同的局部细分矩阵. 
记 m 为宽度为 w(>1)、重数为 a(>1)的掩模,M 为对应的细分矩阵.定义细分格式的生成函数(generating 

funtion)为 Laurent多项式 ∑
∈

=
Z

)(
i

i
i zmzm . 

当重数 a是偶数时,Romani给出了下面的结论[11]: 
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定理 1. 由掩模 m定义的均匀静态细分格式,局部细分矩阵 M 的阶数为 





−

=
1a

wN .格式是 Ck(k≥0)连续的, 

当且仅当 

)(
1

)1()(
11

zm
z

zzazd
k

a

a
k

k

+−










−
−

=  

是 Laurent多项式,且以其为生成函数的细分格式的 N−k−1阶局部细分矩阵 kD 的谱半径满足 
( )kDρ 1< . 

当重数 a是奇数时,Romani给出了下面的结论[11]: 

定理 2. 由掩模 m 定义的均匀静态细分格式,两个局部细分矩阵 M 和 M 的阶数分别为 N 和 N−1,这里







−

=
1a

wN .格式是 Ck(k≥0)连续的,当且仅当 

11(1 )( ) ( )
1

ka
k

k a
z zd z a m z

z

+− −
=  

− 
 

是 Laurent多项式,且以其为生成函数的细分格式的 N−k−1阶局部细分矩阵 kD 和 N−k−2阶局部细分矩阵 kD 的 
谱半径满足 

( ) 1, ( )k kD Dρ ρ 1< < . 
注 1. Romani在文献[11]中的 dk(z)表达式有误,都遗漏了 za−1项. 
有了这两个定理,对于含一个自由参数的单变量均匀稳定格式,我们可以精确地给出该格式生成 Ck连续曲

线时参数的最大取值范围. 

2   已有格式的分析 

已有的偶重数插值格式主要有 Dyn 等人提出的四点二重插值格式[3]和 Weissman 提出的六点二重插值格
式[3];奇重数插值格式主要有 Hassan 等人提出的三点三重插值格式[6]和四点三重插值格式[7].这些格式都含有
一个自由参数.下面,我们首先根据定理 1和定理 2给出连续性分析的一般步骤,然后分析这些格式,给出各阶光
滑时参数的取值范围. 

2.1   分析步骤 

由定理 1 有 )(
)1(

1)(
1

1 zd
zz

zazm k

k

a

a
k

+

−
−










−
−

= ,可知:从生成函数 m(z)中,可分解出 k+1 个 1)1(
1

−−
−

a

a

zz
z
是格式 Ck

连续的一个必要条件.而对于插值格式,该条件表明格式具有 k阶精度(precision set),即如果初始控制点在 k次多
项式上采样而得,则极限曲线生成该多项式. 
又根据文献[11]的注 3,检查 ( )kDρ < 1等价于检查局部细分矩阵 M 按模大小排列的 N 个特征值{λi:i=0,…, 

N−1},有如下结构: 










−+=<

==

1,...,1,1

,...,0,1

Nki
a

ki
a

ki

ii

λ

λ
. 

从而对于一个给定细分规则的 a重格式,当 a为偶数时,我们可按下面步骤分析其连续性: 
Step 1. 根据细分规则确定掩模 m; 

Step 2. 根据 m确定 





−

=
1a

wN 阶的局部细分矩阵M ,并求出其 N个特征值{λi:i=0,…,N−1}; 
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Step 3. 根据 m确定生成函数 m(z),并从中分解尽可能多的因式 1)1(
1

−−
−

a

a

zz
z ,得到 

)(
)1(

1)(
1

1 zd
zz

zazm k

k

a

a
k

+

−
−










−
−

= , 

现在我们可知,格式至多 Ck连续,且有 k阶精度; 
Step 4. 对 j=0,…,k,检查特征值是否有如下结构: 










−+=<

==

1,...,1,1

,...,0,1

Nji
a

ji
a

ki

ii

λ

λ
, 

若满足,则格式是 Cj连续的,继续检查 j+1时是否满足;若不满足,则停止,格式是 Cj−1连续的. 
类似地,当 a为奇数时,我们按下面步骤分析格式的连续性: 
Step 1. 根据细分规则确定掩模 m; 

Step 2. 根据 m确定 





−

=
1a

wN 阶和 N−1阶的两个局部细分矩阵的局部细分矩阵 M 和 M ,并求出它们的

特征值{λi:i=0,…,N−1}和{ 2,...,0: −= Niiλ }; 

Step 3. 根据 m确定生成函数 m(z),并从中分解尽可能多的因式 1)1(
1

−−
−

a

a

zz
z ,得到 

)(
)1(

1)(
1

1 zd
zz

zazm k

k

a

a
k

+

−
−










−
−

= , 

现在我们可知,格式至多 Ck连续,且有 k阶精度; 
Step 4. 对 j=0,…,k,检查特征值是否有如下结构: 

















−+=<

==

−+=<

==

2,...,1,1

,...,0,1

1,...,1,1

,...,0,1

Nji
a

ji
a

Nji
a

ji
a

ki

ii

ki

ii

λ

λ

λ

λ

, 

若满足,则格式是 Cj连续的,继续检查 j+1时是否满足;若不满足,则停止,格式是 Cj−1连续的. 

2.2   偶重数格式 

四点二重插值格式的细分规则为[3] 

 








+−+





 +=

=

+−+
+
+

+

)()(
2
1

211
1
12

1
2

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

PPPPP

PP

θθ
. 

Dyn 等人在文献[8]中指出:当
2
1

<θ 时,格式是 C 连续的,即是收敛的;当0

8
150 −

<< θ 时,格式是 C1 连续 

的.Romani在文献[11]中作为例子,用不同的分析步骤给出了与我们相同的结果.考虑到完整性,我们重新分析该
格式: 

掩模为






 −++−= θθθθ ,0,

2
1,1,

2
1,0,m ,宽度 w=7,重数 a=2. 

局部细分矩阵M 的阶数 N=7,具体形式为 
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0 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0

a a a a

a a a a
M

a a a a

a a a a

0

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

. 

这里,a0=−θ,a1= 2
1 +θ. 

特征值为 ( ) ( )






 −+−−−−= θθθθθλ 1611

4
1, 1611

4
1,,,2,

2
1,1 . 

从 Laurent 多项式 m(z)中分解尽可能多的因式 z
z
z

+=
−
− 1

1
1 2

,得到 )(
)1(

1
2
1)( 1

22

zd
zz

zzm 







−
−

= .这里,Laurent 多

项式 d1(z)=z2(−2θ+4θz+(1−4θ)z2+4θz3−2θz4). 
可见,对于一般的θ,四点二重格式至多是 C1的: 

1. C0连续:要求λ0=1且|λi|<1,i=1,…,6,即
2
1

2
1

<<− θ ; 

2. C1连续:要求λ0=1,λ1= 2
1
且

2
1

<iλ ,i=2,…,6,即
4
10 << θ . 

于是我们有下面的结论: 
定理 3. 对任意的初始控制多边形,四点二重插值格式生成的极限曲线: 

1. 当
2
1

2
1

<<− θ 时,是 C0连续的; 

2. 当
4
10 << θ 时,是 C1连续的. 

注 2. 当
16
1

=θ 时,m(z)可以提取出更多的因式: )(
)1(

1
2
1)( 3

42

3 zd
zz

zzm 







−
−

= .这里, 







−+−=

2
2

2
1)(

2
4

3
zzzzd .但

此时特征值为






 −−

16
1,

16
1,

8
1,

4
1,

4
1,

2
1,1 .从而对于一般的初始控制多边形,极限曲线不可能是 C2或 C3的,只能为 

C1.但此时格式有 3阶精度. 
六点二重插值格式的细分规则为[3] 







+++





 +−+





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+
+

+
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9

32211
1
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1
2

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

PPPPPPP

PP

θθθ
. 

Weissman说明:当 0<θ<0.02时,格式是的 C2连续的[3].仿照四点二重格式的分析过程,我们有下面的结论: 
定理 4. 对任意的初始控制多边形,六点二重插值格式生成的极限曲线: 

1. 当 )231(
16
1

16
3

+−<<− θ 时,是 C0连续的; 

2. 当 )191(
32
1)236(

32
1

+−<<+− θ 时,是 C1连续的; 

3. 当 0<θ<θ0时,是 C2连续的; 
4. 当 0<θ<θ1时,是 C3连续的. 

这里,θ0,θ1 分别是四次方程−5+64x+768x2−16384x3+262144x4=0 与−1+32x+1536x2−32768x3+2097152x4=0 的正 
实根. 
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注 3. 当
256

3
=θ 时,对于一般的初始控制多边形,极限曲线是 C2的,但此时格式有 5阶精度. 

2.3   奇重数格式 

三点三重插值格式的细分规则为[6] 


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
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这里, µµµ +−=−==
3
1,2

3
4, 210 aaa .Hassan 等人仅说明了当

9
3

9
2

<< µ 时,格式是 C1 的[6].类似于偶重数格式的

分析过程,我们有下面的结论: 
定理 5. 对任意的初始控制多边形,三点三重插值格式生成的极限曲线: 

1. 当
3
20 << µ 时,是 C0连续的; 

2. 当
3
1

9
2

<< µ 时,是 C1连续的. 

注 4. 当
9
2

=µ 时,对于一般的初始控制多边形,极限曲线是 C0的,但此时格式有 2阶精度. 

四点三重插值格式的细分规则为[7] 
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这里, 
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2
1
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13,

6
1

18
1

3210 +−=−=+=−−= aaaa . 

Hassan等人说明了当
9
1

15
1

<< µ 时,格式是 C2的[7].类似于偶重数格式的分析过程,我们有下面的结论: 

定理 6. 对任意的初始控制多边形,四点三重插值格式生成的极限曲线: 
1. 当−1<µ<1时,是 C0连续的; 

2. 当
3
1

5
1

<<− µ 时,是 C1连续的; 

3. 当
9
1

15
1

<< µ 时,是 C2连续的. 

注 5. 当
27
1

=µ 时,对于一般的初始控制多边形,极限曲线是 C1的,但此时格式有 3阶精度. 

3   六点三重插值格式的构造 

定理 1 和定理 2 不仅可以用于分析已有的格式,还可以用于指导构造新的细分格式.下面,我们构造一种新
的六点三重插值细分格式. 

记 m(0)(z)=m(z),从生成函数 m(z)中可分解出因式 1)1(
1

−−
−

a

a

zza
z
的一个充分条件是模板系数和为 1,即 

 ∑
∈

+ =
Z

1
i

laim ,l=0,...,a−1 (*) 

这时, 
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这样 ,提取因式的多项式操作转化为对数列的操作 .容易看出 ,m(k )(z)与 dk(z)关系为 )(1)( )1( zm
a

zd k
k

+= , 

k=0,1,… 
对于重数 a=3,式(*)为 

 2  (**) ,1,0,1
Z

3 ==∑
∈

+ lm
i

li

由对称性,可设六点三重插值格式为 
1

3
1

3 1 0 2 1 1 2 3 1 4 2 5 3
1
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j j
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+
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
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. 

这里,ai为待定系数. 
格式掩模为 

m(0)=m={a5,a0,0,a4,a1,0,a3,a2,1,a2,a3,0,a1,a4,0,a0,a5}. 

为了使格式是 C0连续,即生成函数 m(z)可以提取出因式 2

3

)1(3
1

zz
z

−
− ,m(0)需要满足式(**),即 ,则有 a

5

0
1i

i
a

=

=∑ 2= 

1−a0−a1−a3−a4−a5.从而有 
m(1)={a5,a0−a5, −a0,a4+a5,a0+a1−a4−a5, −a0−a1,a3+a4+a5,1−2a3−2a4−2a5, 

 a3+a4+a5, −a0−a1,a0+a1−a4−a5,a4+a5, −a0,a0 −a5,a5}. 

为了使格式是 C1连续,m(1)需要满足式(**),则有 a3= 3
1 +2a0+a1−2a4−3a5.从而有 

m(2)=9{a5,a0−2a5, −2a0+a5,a0+a4+2a5,2a0+a1−2a4−4a5, −4a0−2a1+a4+2a5, 3
1 +4a4+2a1, 

 −4a0−2a1+a4+2a5, 2a0+a1−2a4−4a5,a0+a4+2a5,−2a0+a5,a0−2a5,a5}. 

为了使格式是 C2连续,m(2)需要满足式(**),则有 a1= 9
1

− −3a0−a4−3a5.从而有 

m(3)=27{a5,a0−3a5, −3a0+3a5,3a0+a4+2a5, 9
1

− −a0−4a4−12a5, 3
1

 +6a4+18a5, 

 
9
1

− −a0−4a4−12a5,3a0+a4+2a5, −3a0+3a5,a0−3a5,a5}. 

为了使格式是 C3连续,m(3)需要满足式(**),则有 a4= 81
4

− +a0−4a5.从而有 

m(4)=81{a5,a0−4a5, −4a0+6a5, 81
4

− +7a0−4a5, 81
11

−8a0+2a5 81
4

− +7a0−4a5,−4a0+6a5,a0−4a5,a5}. 

为了使格式是 C4连续,m(4)需要满足式(**),则有 a0= 243
3

−a5.从而有 

m(5)=243{a5, 243
5

−6a5,− 243
25 +15a5, 243

43
−20a5, 243

25
− +15a5, 243

5
−6a5,a5}. 

为了使格式是 C5连续,m(5)需要满足式(**),则有 a5= 729
7 .从而有 

m(6)={7,−34,57,−34,−7}. 
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我们不能再进一步得到 m(7). 
于是,我们构造了一种新的六点三重插值格式,它的系数 ai为 
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此时,生成函数 m(z)可以提取因式 2

3

)1(3
1

zz
z

−
−
的 5次幂,即格式至多为 C4连续. 

特别地,当
729
7

=µ 时,系数 ai 为 729
7,

243
56,

729
280,

729
560,

729
70,

729
8

543210 =−===−== aaaaaa .此时,生成函数

m(z)可以提取因式 2

3

)1(3
1

zz
z

−
−
的 6 次幂,即格式至多为 C5 连续.仿照三点三重格式的分析过程,我们有下面的 

结论: 
定理 7. 对任意的初始控制多边形,六点三重插值格式生成的极限曲线: 

1. 当
243
13

4374
189841601

<<
+− µ 时,是 C0连续的; 

2. 当
1701
37

21870
548281899

<<
+− µ 时,是 C1连续的; 

3. 当
1701
19

21870
70489197

<<
+− µ 时,是 C2连续的; 

4. 当
1701
13

21870
1360937

<<
+ µ 时,是 C3连续的. 

注 6. 对于一般的 µ ,格式有 4 阶精度.当
729
7

=µ 时,对于一般的初始控制多边形,极限曲线是 C2的,但此时 

格式有 5阶精度. 

4   结  论 

本文利用 Romani的充要条件[11],系统地分析了一些已有的单变量插值细分格式各阶连续时参数的取值范
围.指出了 Weissman 的六点二重插值格式[3]可以达到 C3连续.另外,构造了一种新的六点三重插值细分格式,与
六点二重插值格式相比,连续性虽同为 C3,但高一阶精度. 
本文构造插值细分格式的方法是一种代数方法,而 Ivrissimtzis 等人从几何的角度研究了细分格式的构 

造[12].虽然本文中的构造方法对于精度的阶数提高是有效的,但对连续阶的改善并不是直接而有效的.在以后的
工作中,我们将考虑能否通过增加参数个数或从几何角度给出提高连续阶的构造方法.另外,如何选择参数来确
定插值细分格式的逼近精度,也是一个有待进一步研究的问题. 
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