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Abstract: The multi-criteria minimum spanning tree (mc-MST) problem is a typical NP-hard problem. An 
algorithm to enumerate the set of Pareto optimal spanning trees on some mc-MST instances was put forward by 
Zhou and Gen, but it does not guarantee returning all the Pareto optimal solutions. To settle this problem, an 
improved algorithm is developed and also proved to be able to find all the true Pareto optimal solutions in this paper. 
The new algorithm adds some conditions in the elimination of subtrees. Simulation results show that the new 
algorithm can find all the Pareto optimal solutions and also show that the new algorithm has potential usage in 
practice. 
Key words: minimum spanning tree; Pareto optimal 

摘  要: 多目标最小生成树问题是典型的 NP 问题,Zhou 和 Gen 提出了一种用于计数多目标最小生成树问题

的所有非劣最优最小生成树的算法,但该算法无法保证能够找到所有非劣最优最小生成树.针对此问题,提出一

种改进的计数算法,并定性说明改进算法能够找到问题的所有非劣最优最小生成树.改进算法在进行子树剔除

时增加了一些条件.模拟实验结果表明,改进后的计数算法能够找到所有的非劣最优解.这也说明该算法具有应

用的潜力. 
关键词: 最小生成树;非劣最优解 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

最小生成树问题(minimum spanning tree,简称 MST)是构造一个带权图的最小代价生成树,在网络优化中具

有举足轻重的作用.目前,图论中已有一些经典的求解最小生成树算法,如 Kruskal 算法、Prim 算法等[1].经典的
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最小生成树算法,其计算复杂度为多项式时间,但当给 MST 增加约束条件或问题目标为多个时,相应的问题称

为多目标最小生成树问题(multi-criteria MST,简称 mc-MST),而且问题本身也变成了一个 NP 完全问题.因此,近
年来许多启发式算法应运而生,其中最具代表性的算法是 Zhou 和 Gen[2]所提出的算法. 

文献[2]中的算法是以随机生成的 10 个 50 顶点的双目标 mc-MST 问题作为算法的性能测试问题,并将测

试结果与所提出的计数图的所有最小生成树的方法得到的“所有非劣最小生成树”相比较,测试结果称算法找

到了问题的所有非劣最优解.实际上,Zhou和 Gen提出的计数算法所求解到的非劣最优解是不精确的,这个问题

Knowles 在其博士论文中进行了反证[3],然而 Knowles 也没有给出精确的算法.为此,我们对 Zhou 和 Gen 提出的

计数算法作了改进,并定性说明了该改进算法能够找到问题的所有非劣最优解. 

1   mc-MST 问题 

1.1   MST 

设有一个无向图 G=(N,E,W),其中 ∑
∈

=
Ee

ewW 为权函数,若树 T=(N,ET,WT)包含了图 G 的所有顶点,则 T 称为

G 的一个生成树或支撑树, ∑
∈

=
TEe

eT wW 为 T 的权.图 G 的生成树并不唯一,权最小的生成树相应地称为 G 的最小

生成树.在实际工程问题中,最终可以转化为求解图的最小生成树的那类问题称为 MST 问题. 

1.2   Mc-MST 

设有一个连通的无向图 G=(V,E),其中 V＝{v1,v2,…,vn}是一个有限集合 ,代表图 G 的顶点 ,E={e1,2, 

e1,3,…,ei,j,…,en−1,n},
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为所有 x 的集合,则 mc-MST 问题描述为: 
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其中 fi(x)为问题中需要最小化的第 i 个目标. 

2   Zhou 和 Gen 提出的计数算法及其分析 

Zhou 和 Gen 提出了一种求解多目标最小生成树问题的遗传算法,该算法中的染色体编码采用 Prüfer 数编

码,而选择策略则是用 Srinivas 和 Deb 提出的个体非劣性排序方法[4].为了评价该算法的有效性,Zhou 和 Gen 相

应地给出了一种计数算法,用于计数 mc-MST 中的所有非劣最优解.因篇幅所限,Prüfer 编码过程和计数算法过

程省略,具体可见参考文献[2]. 
定义 1[5]. Prüfer 给出了 n 个节点的生成树和长度为 n−2 的串之间的一个对应关系.而习惯地用数字来标志

这些节点,所形成的数字串称为 Prüfer 数. 
定义 2[4]. 非劣性排序过程的基本思想是:在选择过程中,采用随机选择方法加强较优的个体和小生境方法

维持较优的个体的子种群的稳定性.相应地,称采用此思想的方法为非劣性排序方法. 
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定义 3(优劣性,dominance/inferiority)[6]. 称目标向量解 u=(u1,u2,…,un)优于 v=(v1,v2,…,vn),记为 up<v,如果 u 
部分小于 v,也就是 iiii vunivuni ≺},,...,2,1{},,...,2,1{ ∈∃∧≤∈∀ .反过来,称目标向量解 v 劣于 u,记为 vp<u. 

定义 4(非劣最优解,Pareto optimal)[6]. 决策变量 nRu
x

∈
称为多目标问题的非劣最优解,当且仅当不存在决

策 变 量 nRv
x

∈
, 使 得 相 应 的 目 标 向 量 ),...,,()( 21 nRv

vvvxfv n ==
∈

优 于

),...,,()( 21 nRu
uuuxfu n ==

∈
. 

文献[2]中,作者利用计数算法计数一些较小规模的 mc-MST 问题,并用

文中所提出的遗传算法求解到的非劣最优生成树的数目与用计数算法找到

的非劣最优生成树数目的比例来评价算法的性能.然而,Knowles 在其博士

论文[3]中举例反证了该计数过程的不精确性,其中的一个反例及分析如图 1
和表 1 所示. 

Knowles 的反例有力地说明了文献[2]提出的计数一个无向连通图 G
的所有非劣最优生成树的方法不但不能保证找到所有非劣最优解,而且找

到的生成树还可能不是非劣最优的.我们经过研究发现,文献[2]的计数方法

不能保证找到的是所有非劣最优解,问题出在子树剔除上.例如,T1和 T2为两

棵 2条边的生成子树,如果 T1<T2,并不能就此认为由 T2派生的生成树就一定

不会是非劣最优生成树,从而把 T2 从子树集合中删除掉. 
Table 1  The procedure and result for algorithm of Zhou and Gen 

表 1  Zhou 和 Gen 方法的求解过程 
0-1(356,979)**  

0-1(943,1264)** 
0-3(1332,510)* 
0-4(613,888)* 

 

0-4(2284,1251)** 
1-4(3115,879)* 
2-4(2680,1359)** 0-3(2258,648) 
3-4(2268,923)      (1) 

0-4(1539,1026)* 
1-3(2339,969)** 
1-4(2370,654)** 
2-3(1888,746)* 

1-2(1513,423) 

2-4(1935,1134)**

 

2-3(962,608)* 

0-2(587,285) 

2-4(1009,996)**  
0-1(1101,1204)**
0-2(1332,510)** 
0-4(771,828)** 
1-3(1571,771)** 
2-3(1120,548)** 

 

0-1(1111,1479)*  
0-1(1698,1764)* 
1-2(2268,923)* 
1-3(2168,1331)* 0-2(1342,785) 
1-4(2199,1016)* 

1-3(1581,1046)**  
0-2(2199,1016)* 
1-2(2538,869)       (2) 
2-3(1987,1054)R 1-4(1612,731) 
2-4(2034,1442)** 
0-1(1486,1802)* 
1-2(2056,961)       (3) 
1-3(1956,1369)* 2-3(1130,823) 
1-4(1987,1054)      (4) 

0-3(745,225) 

3-4(755,500) 

2-4(1177,1211)**  
0-1(382,1582)** 
0-2(613,888)** 
0-3(771,828)* 
1-4(883,834)** 
2-4(448,1314)** 

 

0-2(979,2142)       (5) 
1-2(1318,1995)* 
2-3(767,2180)       (6) 

0-4(26,603) 

3-4(36,878) 0-1(392,1857) 
2-4(814,2568)** 

Fig.1  A graph of five vertexes 
图 1  含有 5 个顶点的完全图 
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续表 1 
0-1(979,2142)R 
1-2(1549,1301)      (7) 
1-3(1449,1709)* 0-2(623,1163) 

1-4(1480,1394)* 
1-3(862,1424)**  

0-2(1480,1394)* 
1-2(1819,1247)      (8) 
2-3(1268,1432)      (9) 1-4(893,1109) 

2-4(1315,1820)** 
0-1(767,2180)R 
1-2(1337,1339)      (10) 
1-3(1237,1747)      (11) 2-3(411,1201) 

1-4(1268,1432)R 

  

2-4(458,1589)**  

3   算法的改进 

由上所述,我们根据生成树的特点,在进行两棵生成子树的 Pareto 优劣性比较时,增加了一些条件,只有两棵

生成子树满足以下条件时才将其中的劣解剔除,否则认为不能从两棵生成子树之间的 Pareto 优劣性关系来确

定由它们生长成的最终生成树之间的 Pareto 优劣关系. 
引理. 假设无向连通图 G＝(V,E).其中,V＝{v1,v2,…,vn},E＝{e1,e2,…,el},S 为应用文献[2]中的计数算法产生

的生成子树集合,其中的每一个生成子树 s 具有 k 条边(1≤k<n−1),对于任意的 s1,s2∈S,s1=(V1,E1),s2=(V2,E2),V12= 
V1∩V2,E12=E1∩E2,V*

12 为与 E12 相连的顶点集,如果 s1<s2 且满足以下条件之一,则由 s2 生长成的生成树一定不会

Pareto 优于由 s1 生长成的生成树. 
Ⅰ. V1=V2,两子树具有相同的顶点集合; 
Ⅱ. k=1,两子树都只有一条边且有一个共同顶点; 
Ⅲ. s1,s2 为同一子树增加一条边后的生成子树或者 V12= V*

12 且 s1,s2 只有一个非共同顶点. 
证明:Ⅰ. 令 V12=V1=V2={v1,v2,…,vi}, 12V =V−V12,根据文献[2]的计数算法过程,每次都是添加分别与 V12, 

12V 中的一个顶点相连的边.s1,s2 具有相同的顶点集合,如果能够添加边 vpvq,p∈{i+1,i+2,…,n},q∈{1,2,…,i}到 s2 

中不构成回路,则同样能够将边 vpvq 添加到 s1 中. 
因为 V1=V2={v1,v2,…,vi}, 
所以 }{},{),,( 2222222 qpq vvEEvVVEVs ∪=′∪=′′′=′∀ , 

}{},{),,( 1111111 qpq vvEEvVVEVs ∪=′∪=′′′=′∃ ,p∈{1,2,…,i},q∈{i+1,i+2,…,n}, 

又因为 21 ss ≺ ,所以 21 ss ′′ ≺ . 
同理,对任一由 2s′ 添加一条边后生成的子树一定劣于由 1s′ 再添加该条边后生成的子树. 

Ⅱ. 不妨设 s1=(V1,E1)=({v1,v2},{v1v2}),s2=(V2,E2)=({v1,v3},{v1v3}). 

由 s2 不断生长成生成树的过程为:每次添加一条分别与 V2, 2V 中的一个顶点相连的边到 E2 中,同时把与该

边相连的 2V 中的那个顶点添加到 V2中再从 2V 中删除,假设增加顶点 v2前 s2的边集为 E2,V2={v1}∪V′,V′={v3}∪ 
V″,V″⊆(V−{v1,v2,v3}). 

(1) 如果正要添加的边为 v1v2,即 }){},{(),( 21222222 vvEvVEVs ∪∪=′′=′ .显然 , ),( 111 EVs ′′=′∃ =′′=′ 121 , EVV  

222121 }{ EEvvEE ′=∪=∪ ,即 21 ss ′=′ . 

(2) 如果正要添加的边为 vpv2,p∈V′ 
 1) 若 v2 到 v3 的路不经过 v1,即 }){},{(),( 21222222 vvEvVEVs ∪∪=′′=′ ,p∈V′,则根据生成树的性质,可知

})){(,(),( 31212111 vvEEVEVs −∪′=′′=′∃ .又因为 21 ss ≺ ,所以 21 ss ′′ ≺ . 

 2) 若 v2到 v3的路经过 v1,不妨假设 v2到 v1的路径上经过的顶点依次为 v2→vp→…→v4→v1,令 s3=(V3,E3) 
 =({v1,v4},{v1v4}). 
 如果 31 ss ≺ ,则 })){(,(),( 41212111 vvEEVEVs −∪′=′′=′∃ ,使得 21 ss ′′ ≺ ; 
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 否则 )),(}){(,(),( 2241232333 EVvvEEVEVs ′′=−∪′=′′=′∃ ,即该生成子树可由 s3 派生出来. 
Ⅲ. 令 V1=V12∪{vp},V2=V12∪{vq},V12={v1,v2,…,vs},E1=E12∪{

1s
v vp},E2=E12∪{

2sv vq}.同样,由 s2 不断生长

成生成树的过程为:每次添加一条分别与 V2, 2V 中的一个顶点相连的边到 E2 中,同时把与该边相连的 2V 中的

那个顶点添加到 V2 中再从 2V 中删除,则向 V2 增加顶点 vp 后, ),},{(),( 22222 EVvvVEVs pqs ′′′∪∪=′′=′ , −−⊆′′ 12 ( VVV  

}){ pv ,根据生成树的性质 ,新增加的边的另一端点必定不属于 Vs,因此 , ∪−′′=′′=′∃ }){(,(),( 222111 sqvvEVEVs  

}){ 1spvv . 

又因为 21 ss ≺ ,所以 21 ss ′′ ≺ . 

本文所提出的计数图的所有 Pareto 最优生成树的改进算法具体步骤是: 
步骤 1. 任意选择一个顶点作为出发点,不妨假设选择 v1 作为开始顶点,检查所有与 v1 相连的边,将这些边

中的 Pareto 最优边加入到子树集 S 中; 
步骤 2. for each subtree s∈S; 
逐一检查所有与 s 中的任一顶点相连的边 ei,如果加入边 ei 不会使 s 存在回路,则把由 s 和 ei 构成的新的一

棵子树放入 S*中; 
步骤 3. 对于 S*中任意两棵生成子树 s1,s2,如果(s1<s2)&&((V1=V2)||(k=1,|Vs|=1)||(Vs=Ves,|V1|−|Vs|=1)),则把 s2

从 S*中删除; 
步骤 4. S←S*,S*←∅; 
步骤 5. 如果 S 中的子树边数小于 n−1,则转步骤 2,否则返回 S. 
Knowles 列举了一些例子反证了文献[2]中计数算法的不精确性,图 1 所示的是其中一个例子.为了进一步

说明本文改进算法的有效性,本文给出文献[2]中计数算法和本文改进算法求解图 1 的实验结果,见表 1、表 2. 
表中“*”表示该子树劣于其他子树派生出来的子树,而“**”表示了该子树劣于同一子树派生出来的子树.从

求解结果我们可以看出,Zhou和Gen的方法得到 11个解;本文方法找到了 12个解.比较两个表中的解,显然Zhou
和 Gen 的方法只找到了 10 个真正的非劣最优解,其中第 4 个解并不是非劣最优解,而本文算法找到了 12 个解,
可用穷举法验证这 12 个解都是非劣最优解,而且找到了全部非劣最优解.经典的最小生成树算法的算法复杂度

为多项式时间,而多目标最小生成树却是一个 NP 完全问题,即对于一个完全图 G,过 n 个顶点的树的数目为 

nn−2,其算法复杂度相应为 O(nn−2). 
为此,本文改进算法的目的是修正 Zhou 和 Gen 的计数算法所存在的问题,以期取代原有算法作为一种评价

其他启发式算法性能的工具. 
Table 2  The procedure and result for the new algorithm 

表 2  本文改进算法的求解过程 
0-1(356,979)**  

0-1(943,1264)** 
0-3(1332,510)* 
0-4(613,888)* 

 

0-4(2284,1251)** 
1-4(3115,879)* 
2-4(2680,1359)** 

0-3(2258,648) 

3-4(2268,923)       (1) 
0-3(2284,1251)* 
1-3(2365,1572)** 
2-3(1914,1349)** 

0-4(1539,1026) 

3-4(1549,1301)R 
1-3(2339,969)** 
1-4(2370,654)** 

 

0-4(1914,1349)** 

0-2(587,285) 

1-2(1513,423) 

2-3(1888,746) 
1-4(2745,977)* 
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续表 2 
2-4(2310,1457)**  3-4(1898,1021)      (2)  

2-4(1935,1134)**  
0-1(1318,1587)**
0-4(988,1211)** 
1-2(1888,746)R 
2-4(1384,1319)**
1-3(1788,1154)**

 

0-1(1328,1862)* 
1-2(1898,1021)* 
1-3(1798,1429)* 

2-3(962,608) 

3-4(972,883) 

1-4(1829,1114)      (3) 

 

2-4(1009,996)**  
0-1(1101,1204)**
0-2(1332,510)** 
0-4(771,828)** 
1-3(1571,771)** 
2-4(1120,548)** 

 

0-1(1111,1479)*  
0-1(1698,1764)* 
1-2(2268,923)* 
1-3(2168,1331)* 0-2(1342,785) 
1-4(2199,1016)* 

1-3(1581,1046)**  
0-2(2199,1016)* 
1-2(2538,869)      (4) 
2-3(1987,1054)* 

1-4(1612,731) 

2-4(2034,1442)** 
0-1(1486,1802)* 
1-2(2056,961)      (5) 
1-3(1956,1369)* 

2-3(1130,823) 

1-4(1987,1054)* 

0-3(745,225) 

3-4(755,500) 

2-4(1177,1211)**  
0-1(382,1582)** 
0-2(613,888)** 
0-3(771,828)* 
1-4(883,834)** 
2-4(448,1314)** 

 

0-2(979,2142)      (6) 
1-2(1318,1995)* 
2-3(767,2180)      (7) 

0-1(392,1857) 

2-4(814,2568)** 
0-1(979,2142)R 
1-2(1549,1301)     (8) 
1-3(1449,1709)* 

0-2(623,1163) 

1-4(1480,1394)* 
1-3(862,1424)**  

0-2(1480,1394)* 
1-2(1819,1247)     (9) 
2-3(1268,1432)     (10) 

1-4(893,1109) 

2-4(1315,1820)** 
0-1(767,2180)R 
1-2(1337,1339)     (11) 
1-3(1237,1747)     (12) 

2-3(411,1201) 

1-4(1268,1432)R 

0-4(26,603) 

3-4(36,878) 

2-4(458,1589)**  

4   结束语 

本文首先在 Knowles 的分析基础上指出了 Zhou 和 Gen 提出的计数算法所存在的问题,继而提出了一种用

于计数多目标最小生成树问题的所有非劣最优最小生成树的改进算法,并定性证明了该算法能够找到问题的

所有非劣最优最小生成树.最后对改进算法进行测试,测试结果表明该算法是有效和可行的. 
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