
 Vol.14, No.4 ©2003 Journal of Software  软 件 学 报 1000-9825/2003/14(04)0811 

水平集演化中的奇点与改进的窄带算法
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Abstract: In this paper, the process of level set evolution with distance function restriction is analyzed in detail. 
The concept of singular point is put forward, its important property is proposed and proved, and its influence to the 
level set evolution is analyzed. Based upon these results, the narrow banding algorithm is revised in order to avoid 
the singular points during evolutions. And the narrow bandwidth can be modified adaptively in the revised narrow 
banding algorithm. The experimental results indicate that the revised narrow banding algorithm is robust. 
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摘  要: 对保持距离函数约束的水平集演化过程作了系统的分析,提出了奇点的概念,并给出了奇点的重要性

质及其证明,详细分析了奇点在水平集演化过程中的数值影响.在此基础上对窄带算法作了改进,以避免奇点的

不良影响,同时窄带宽度具有自适应性.实验结果表明,改进的窄带算法具有较好的鲁棒性. 
关键词: 水平集方法;奇点;窄带算法;窄带宽度 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

水平集方法(level set method)主要是从界面传播等研究领域中逐步发展起来的,它是处理封闭运动界面随

时间演化过程中几何拓扑变化的有效的计算工具.Osher 和 Sethian[1]首先提出依赖时间的运动界面的水平集描

述.其主要思想是将移动的界面作为零水平集嵌入高一维的水平集函数中,这样,由闭超曲面的演化方程可以得

到水平集函数的演化方程,而嵌入的闭超曲面总是其零水平集,最终只要确定零水平集即可确定移动界面演化

的结果.这种方法自提出以来,已在界面演化、流体力学、燃烧、材料力学、图像处理、计算机视觉等领域得

到广泛的应用. 
目前,许多学者对水平集方法做了大量有益的研究和应用工作[2~4],而较为重要的是保持距离函数约束的
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水平集方法策略[5,6].它是在原有水平集方程组中加入了距离函数约束,按此约束水平集方法在实现中的重要改

变是沿零水平集法线方向上,速度函数项保持不变.这就是说,只要求计算零水平集上每一点的速度函数项,其
他非零水平集上任意一点的速度函数项可以沿零水平集法线,通过赋零水平集上对应点的速度函数值来确定,
因此在计算过程中极大地降低了计算复杂度.但我们通过研究发现,在非零水平集的某些区域存在某些点,它们

按上述方法所赋予的速度函数值不惟一,我们称其为奇点.文献[5]已经注意到这类点的存在,并将它们的集合称

为“骨架”(skeleton),通过提取奇点的集合来实现对区域形状骨架的提取,但忽略了考察奇点在曲线演化过程中

的影响.我们通过研究发现,奇点对曲线演化过程影响甚大,通常会造成曲线的拓扑改变,甚至消失,最终可能会

导致曲线演化失败.因此有必要对奇点问题作系统研究,分析奇点的产生、所具有的性质、对水平集方法的数

值影响以及解决方法等. 
窄带算法是水平集方法实现中常用的算法,其主要思想是只更新零水平集附近点的水平集函数值,而无须

计算整个搜索空间中每一点的水平集函数值,以此来提高水平集方法的计算效率.但该算法存在明显的缺陷,即
窄带宽度是人为设定的,过宽必然会加大计算量,过窄则必然影响水平集函数值的差分迭代,因此如何选取宽度

成为提高窄带算法效率的关键.本文将奇点问题与窄带算法结合起来,所给出的改进算法既可以避免奇点的不

良影响,又可以自适应地给出窄带宽度估计. 
本文第 1 节给出奇点问题的提出背景.第 2 节对奇点问题作系统分析,首先证明奇点所具有的重要性质,然

后结合窄带算法给出窄带宽度的估计方法,以此作为改进的窄带算法来克服奇点对水平集方程演化的影响.第
3 节将我们提出的理论和方法分别应用于医学图像分割实验中,并给出实验分析.第 4 节是结论. 

1   问题的提出 

考虑一族闭超曲面 ,其中 p 是曲面参数,t 是时间参数.根据欧氏最短流理论,3),( Rt ∈pS NS
β=

∂
∂

t
,初始条件

为 00
SS =

=t
,其中 N 为演化曲面 S 的法向量,β是速度函数, 是初始闭曲面.为求解该 PDE,引入水平集方法作

为数值计算方法.该方法的本质是引入了水平集函数, ,它是演化界面的隐函数, ∀
0S

Rn × RR →+:φ 0),(, =tt Sφ .初
始水平集函数

0=t
φ 定义为相对于 的有向距离函数.文献[6]提出距离函数约束可以表示为0S 1=∇φ ,并且对水

平集方程组: 
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 (其中 ),( 0S⋅dist 为相对于 的有向距离函数) 0S

给出了该方程组的解保持为距离函数的充要条件 0=∇⋅∇ Fφ .文献[5]也有类似的结果. 

考察以上条件不难看到,无论是在初始过程还是在演化过程中,零水平集中任意点的法线上,速度函数应保

持一致,即都取零水平集上该点的速度函数值.由于零水平集所对应的演化曲线是封闭曲线,因此法线上的点应

按照距离最近原则,赋予零水平集上对应点的速度函数值. 
这自然会带来二义性问题,即存在某些非零水平集上的点,按照到零水平集最短距离原则,在零水平集上有

多个距离相等的最近点,我们称这些点为奇点.文献[5]将这些点的集合称为“骨架”.我们之所以要提出“奇点”的
概念,而不是沿用以往研究者所使用的“skeleton 中的点”,是基于数学上的考虑,即水平集函数在这类点处不是

连续可微的,水平集方程在这类点处没有定义.事实上,这些奇点对曲线演化影响较大,如果不加以控制通常会

导致演化结果失败,对此,我们将在下一节中作详细分析. 
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2   奇点问题分析 

2.1   奇点的性质 

在上一节中我们根据二义性给出了奇点的直观定义,而奇点是在水平集方程演化过程中出现的,事实上,在
奇点处 φ∇

)(sr ∈
r

不存在 ,水平集方程在该点处没有定义 ,以下命题将对此给出严格证明 .设 为光滑闭曲

线, , ,

2
0 RS ⊂

2
0 : RS bsa ≤≤ )()( brar rr

= ,记 到 的距离函数, ,有以下命题 2),(),( Ryxyx ∈为φ 0S RR →2:φ

命题 1. 对于 ,φ在 处可微,当且仅当在 上只有一点2
000 ),( RyxP ∈= 0P 0S 00 SQ ∈ ,使得 

),(),( 0000 QPdistyx =φ . 

命题 1 的证明见附录. 
根据上述命题可知,在奇点处水平集方程没有定义,这将会导致水平集方程在演化过程中遇到奇点时变得

不确定,容易产生误差.奇点一般可分为两类.一类是永久奇点,如图 1 所示, )C(rr 是演化曲线, 是阴影部分的边

界,也即待提取的边界.如果速度函数是关于

1C

r
r
的函数,那么我们会发现,在演化过程中,零水平集始终保持为圆

的形状,朝着 进化,而原点 O 始终为奇点,因而称为永久奇点.另一类是临时奇点,如图 2 所示, ) 是演化曲

线, 是阴影部分的边界,也即待提取的边界.显然初始时

1C (rC r

1C 0=t ,Y-轴与阴影部分的交点是奇点,而当 时,它们

不再是奇点,因而称为临时奇点. 
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平集函数的距离约束都可以得到

保证 .对于永久奇点这种处理方

法是十分有效的. 
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Fig.1  Permanent singular points
图 1  永久奇点 

Fig.2  Temporary singular points
图 2  临时奇点 

而对于临时奇点,则很难找到极限相同的非奇点序列,因此,对该奇点处速度函数的赋值就变得十分复杂.
通常就是这类奇点对水平集方程演化影响较大,下面我们详细讨论它们对水平集方程演化的影响. 

2.2   改进的窄带算法 

我们先分析奇点对水平集方程演化的影响,然后再给出消除奇点的窄带算法.在图 3 中,阴影区域的形状需

要被提取, 是初始零水平集,其左边部分与阴影部分轮廓相重合,因此零水平集左侧部分点的速度函数取

为 0(因为零水平集已经达到目标位置),
)(0 rC
r

0)0,( =rFL
r

,而右侧部分点的速度函数应大于 0, ,并且由于零

水平集的形状而使奇点集中在 Y-轴与阴影相交部分. 

0)0,( >rFR
r

考察水平集函数φ=d 的 d-水平集演化过程,当 0=t 时,d-水平集对应的封闭曲线与 Y-轴的两个交点是 d-水
平集上仅有的两个奇点,当 tt ∆= 时,由演化方程可知, )0,()0,(), rFtrtr( rrr

×+= ∆φ∆φ ,显然,对于左侧阴影部分中的

每一点,由于 ,则水平集函数不变, ))0,(rFF L
r

= 0,(r), t(r rr
φ∆φ = .而对于右侧部分,由于 ,则)0,(rFF R

r
= >),( tr ∆φ

r
 

)0,(rrφ . 
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此时 0|),( )(1
=∈ rCrtr rr∆φ ,即零水平集从 演化到)(0 rC )(1 rC 处, C )(0 r 与 )(1 rC 左侧部分相重合.对于 d-水平集

可以看到,其左侧部分有 drtr == )0,(),
r

(
r

φ∆φ ,右侧部分向内移动,在虚线处 dtr =),( ∆φ
r

,由于水平集方程在奇点

处没有定义,按上述差分格式通常会导致演化曲线在奇点处断裂,如图 3 所示,d-水平集与 Y-轴有 4 个交点.由于

分裂出的两个断点所赋速度函数值各不相同,并且分裂出的两条非封闭曲线按照自身的几何性质收缩,容易使
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断点处的误差不断增大,这对于水平集方程演化是十分危险的,有时会导致收敛结果失败.因此,有必要研究避

免奇点的解决方法. 

通常在零水平集附近的某一区域里不会出现奇点,因而我们自然想到可以结合窄带算法来克服奇点的影

响.窄带算法是为减少计算量而提出来的,具体实现可参阅文献[3],而窄带宽度的设定却没有明确的定义.如果

设定的窄带宽度不包括奇点,则既达到了减少计

算量的目的,又达到了避免奇点影响的效果,显然

窄带宽度的确定不是随意的.文献[5]给出了提取

“骨架”的方法,我们基于 skeleton 提取,有下面的

命题: 
命题 2. 对于某零水平集,如果窄带最大宽度

{ }skeletonxxh ∈<
rr

:)( min φ , 则 窄 带 内 无 奇 点

存在. 
结果是显然的,证明从略. 
综上所述,改进的窄带算法只是修改了构造

窄带这一步骤,即先提取 skeleton,再通过命题 2 得

到窄带宽度的最大估计,而不是预先设定窄带宽

度.将此改进的窄带算法应用于水平集方法的实

现中,可以有效地避免奇点的影响.当然也有例外,
如果零水平集所对应的曲线出现尖角,则必然会

导致奇点接近零水平集,尖角越小,奇点越接近零

水平集,有时会出现奇点与零水平集间距小于 1
个像素,从而影响窄带的确定.排除这种特殊情况,在以下实验中,将会看到奇点对水平集方程演化的影响,以及

改进的窄带算法在演化过程中窄带宽度可以自适应地变化.引起窄带宽度自适应变化的原因,是因为零水平集

所对应的演化曲面的形状在演化过程中不断发生变化,导致奇点的分布也随之不断变化,由命题 2 可知,窄带宽

度的估计也在不断地、自适应地改变. 

d-Level set (t=0) 

)(0 rC
r

)(1 rC
r

O x

d-Level set (t=∆t) 

y

Fig.3  Singular points’ influence to the level set evolution
图 3  奇点对水平集演化的影响 

3   实验与分析 

实验是对医学图像作边缘提取,分考虑窄带估计和不考虑窄带估计两种情况进行. 
(1) 在不考虑窄带估计下考察水平集方程受奇点影响的演化过程.实验是对医学切片扫描图像作边缘提

取,如图 4 所示.图 4(a)中折线是所选的初始零水平集;图 4(b)是经过一段时间演化后零水平集受奇点影响,发生

断裂,并各自收缩成一封闭曲线,即曲线拓扑发生改变;图 4(c)是再经过一段时间演化后,零水平集分裂出的多个

封闭曲线,逐渐消失,显然演化结果失败. 
分析以上实验结果可以看到,零水平集受图像噪声、速度函数以及水平集方程作差分数值运算等因素的影

响,变得不再光滑,因而奇点极易产生,造成演化曲线分裂,分裂的演化曲线按照自身的几何性质不断收缩,形成

多个封闭曲线,并最终随时间演化而消失.当然也有分裂开的演化曲线,随时间的演化而相交,最终又合成一条

封闭曲线,完成对边缘的提取.所有这些变化对于水平集方法都是合理的,因为水平集方法的一个突出特点是演

化曲线具有很强的拓扑改变能力. 
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(b) (a) (c) 

Fig.4  The evolving curve splitting and vanishing 
图 4  演化曲线分裂消失 

(2) 当考虑窄带估计时,考察窄带宽度在演化过程中的自适应变化.实验是应用改进的窄带算法对医学 CT
图像作边缘提取,如图 5 所示.图 5(a)中有 3 条封闭曲线,中间一条是初始零水平集,内、外两条是所估计的窄带

边界.图 5(b)~图 5(g)是在不同演化时刻,零水平集及其窄带位置,中间一条封闭曲线对应于零水平集.可以看到,
在不同演化时刻,零水平集始终保持为封闭曲线,避免了奇点的影响.由于零水平集在演化过程中变得不光滑,
在其附近容易出现奇点,因而窄带宽度变得很小,这表明,窄带宽度在一定程度上是可以自适应的.图 5(h)是演化

结果,由于提取的边界比较光滑,零水平集附近没有出现奇点,因而窄带有所变宽. 

(a) (b) (c) (d) 

(e) (f) (g) (h) 

Fig.5  The narrow bandwidth vary during the curve evolution 
图 5  曲线演化过程中窄带变化 
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4   结  论 

在本文中,我们对保持距离函数约束的水平集方法在实现过程中出现的奇点问题作了系统的分析.首先,证
明了判别奇点的充要条件,并对奇点在水平集方程演化过程中的影响作了详细研究,并提出了改进的窄带算法,
以避免奇点的影响.改进的窄带算法中的窄带宽度具有自适应性,可以有效地避免奇点.实验表明,改进的算法

鲁棒性较强. 
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附录: 命题 1 的证明. 
命题 1. 对于 ,φ在 处可微,当且仅当在 上只有一点2

000 ),( RyxP ∈= 0P 0S 00 SQ ∈ ,使得 
 ).,(),( 0000 QPdistyx =φ  (1) 

证明:(⇐) 设 上只有一点 满足式(1),则由于 为有界闭曲线,存在0S 0Q 0S 0>ε ,使得以 为圆心,0P εφ +)( 0P

为半径的圆内只含 在 附近的一段,记为0S 0Q )((),(( srsvsu ))
r

= , 21 sss ≤≤ ,并且 0Q0 )(sr =
r

.由于切线 000 )( QPs 与r ′
r

垂直,有 
 .0)())(()())(( 000000 =′−+′− svsvysusux  (2) 

考虑 

  (3) ,))(())((),( 222 svysuxyx −+−=φ

其中 s 满足 ,通过极小化式(3)来确定参数 s,即 21 sss ≤≤

 .0)())(()())((),,( =′−+′−= svsvysusuxsyxθ  (4) 

我们用隐函数定理来证明对于 附近的(x,y)存在惟一的),( 00 yx 21),,( sssyxss <<= ,满足 0)),(,,( ≡yxsyxθ ,

如图 6 所示. 

S0 

P0

Q0 

Fig.6 
图 6 

对于 u ,有 )(),( 0000 svvsu ==

 ( ) ( ) ,0),,( 000000000 =′−+′−= vyvuxusyxθ  (5) 

求导后, 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( ,)()()(,, 000000
2

0
2

0000 vyvuxusvsusyx
s

′′−+′′−+′+′=
∂
∂θ )  (6) 

下面证明式(6)不为 0.当 0ss ≠ 时,有 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( . ))()((2))(())()((2))((

)()()()(0

000
2

0000
2

0

2
00

2
00

2
0

2
0

yvvsvvsvxuusuusu

yvxuysvxsu

−−+−+−−+−=

−+−−−+−<

)  (7) 

由于 0
32

000 ),)(()(
2
1)( ssssOsusuusu −=+′′+′=− ∆∆∆∆ ,有 

( ) ( ) ( )()()()(2)()(2)( 2
000

2
0000000

2
0 sxuuusxuuxuusuusu ∆∆ −′′+′+−′=−−+−  ) ( ). )( 3sO ∆+

对 于 v 也 有 相 似 结 论 , 将 所 得 到 的 方 程 式 代 入 式 (7), 得 到 0< )(s

( )(0 ss ∆ ( ), )(),, 32
00 sOyx

s
∆

θ
+

∂
∂

即 0)(
),,( 000

>+
∂
∂ sO

s syx

∆θ .令 0→s∆ ,得到 ,,( 00 yx
s∂

∂θ

),( yxss

 

>0.于是由隐函数定理可知,对于 附近任意点(x,y)存在惟一的)0s ),( 00 yx = ,
使得 0)),( =yx ,(, yxsθ ,因而式(3)关于(x,y)可微,即 ),( yxφ 在 附近可微. 0P

S0 

Q1 Q2

(⇒) 设 ),( yxφ 在 处可微,若有0P 21021 ,, QQSQQ ≠∈ ,使得 == ),()( 100 QPdistPφ  
,如图 7 所示.记 ),( 20 QPdist

P0 

( )
(




=
=

),(
),(

22

11

vsuQ
vsuQ

.

)

) =
=

),()(
),()(

222

111

vus
vus

, 
Fig.7 
图 7 

有 

   
0)()(

0)()(

202202

101101





=′−+′−
=′−+′−

vyvuxu
vyvuxu

)9(
)8(

 ( ) ( .)),(()),((),( 22 yyxsvxyxsuyx −+−=φ  (10) 

不妨设 (若2121 , vvuu =≠ 21 vv ≠ 可做旋转得到),考虑: 

( )
x

yxyxxyx
x x ∆

φ∆φφ
∆

),(),(lim, 0000
000

−+
=

∂
∂

→
, 

若 0<x∆ ,则 ),( 00 yxx ∆+ 距Q 比距 点要近,即 s 在 附近,由式(10)有 1 2Q 1s

( ) ( )( ) ( ) ,1, 011011
00 φ

φ yvsvxusuyx
x

xx −′′+−−′′
=

∂
∂  

又由式(8)得到 ( )
φ

φ 01
00, xuyx

x
+−

=
∂
∂ .若 0>x∆ ,类似可得到, ( )

φ
φ 02

00 , xuyx
x

+−
=

∂
∂ ,于是可推知 ,即 ,

与 Q 矛盾,得证. □ 

21 uu = 21 QQ =

21 Q≠
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