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求解 TSP 问题的多级归约算法
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Abstract: The TSP (traveling salesman problem) is one of the typical NP-hard problems in combinatorial 
optimization problem. The fast and effective approximate algorithms are needed to solve the large-scale problem in 
reasonable computing time. The known approximate algorithm can not give a good enough tour for the larger 
instance in reasonable time. So an algorithm called multilevel reduction algorithm is proposed, which is based on 
the analysis of the relation of local optimal tour and global optimal tour of the TSP. The partial tour of the global 
optimal tour is obtained by a very high probability through simply intersecting the local optimal tours. Using these 
partial tours it could contract the searching space of the original problem, at the same time it did not cut the 
searching capability down, this is the so-called reduction theory. And then the scale of the instance could be reduced 
small enough by multi-reduction. Finally it could solve the small-scaled instance using the known best algorithm 
and get a good enough tour by putting the partial tours together. The experimental results on TSPLIB (traveling 
salesman problem library) show that the algorithm could almost get optimal tour every time for instance in 
reasonable time and thus outperformed the known best ones in the quality of solutions and the running time. 
Key words: TSP (traveling salesman problem); NP-hard; partial tour; reduction; multilevel reduction algorithm 

摘  要: TSP(traveling salesman problem)问题是最经典的 NP-hard 组合优化问题之一.长期以来,人们一直在寻

求快速、高效的近似算法,以便在合理的计算时间内解决大规模问题.由于对较大规模的问题,目前的近似算法
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尚不能在较短的时间内给出高质量的解,因此提出了多重归约算法.该算法的基本原理是通过对 TSP 问题的局

部最优解与全局最优解之间关系的分析,发现对局部最优解的简单的相交操作能以很高的概率得到全局最优

解的部分解.利用这些部分解可以大大缩小原问题的搜索空间,同时也不会降低搜索的性能.这就是所谓的归约

原理.再通过多次归约使问题的规模降到足够小,然后对这个较小规模的实例直接用已有的算法求解,最后通过

相反的次序拼接部分解,最终得到一个合法的解.在 TSPLIB(traveling salesman problem library)中,典型实例上的

实验结果表明,此算法在求解质量和求解速度上与目前已知的算法相比有较大的改进. 
关键词:  TSP(traveling salesman problem);NP-hard;部分解;归约;多级归约算法 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A  

TSP(traveling salesman problem)问题是为人们所广泛研究的典型 NP-Hard 组合优化问题[1],广泛应用于

VLSI 芯片设计、电路版布局、机器人控制、车辆选路等领域.对该问题的最新综述参见文献[2~4],其形式化描

述为:给定加权图 G , V 为顶点集, | , 为边集, 为边权函数, 中一个 TSP 环路就是

一条不重复地访问V 中所有顶点的 Hamilton 环路,记为

),,( wEV= nV =| E +→ REw :
〉

G
〈= nvvv ,...,, 21T ,其中 ji vvni ≠j ≤≠≤∀ ,1 且对1  

,记 为 中所有 TSP 环路的集合.定义

,ni ≤≤

Evv nii ∈〉〈 +1)mod(, )(GTSP G ∑
−≤ 1ni
w

≤
+ 〉〈+〉

1
1 ),() iin vvv〈 1,( v=)( wTw ,要求权最小

的 TSP 环路 *T ,使得 )T()( wGTSP∈minT*)(Tw = . 

TSP 问题是典型的 NP-Hard 问题,即在 的假设下,找不到一个算法能保证在多项式时间内得到最优

解.目前,对于该类问题的研究有两个方向:完全算法能保证得到最优解,但是运行时间是呈指数复杂度的,因而

难以适应大规模的实例;近似算法则只要求找到近似解,而在多项式时间内结束.在 TSP 问题上的近似算法分为

两类

NPP ≠

[2]:环路构造算法和环路改进算法.前者从某个非法解开始,通过某种增广策略逐步改变该解,直到得到一个

合法解为止.这类算法包括最近邻算法、贪心算法、Clarke-Wright 算法[5]、Christofides 算法[6]等.环路改进算法

则在给定初始的合法解之后,使用某种策略来改进初始解.这些策略包括局部搜索、模拟退火[7]、遗传算法[8]等,
其中最为简单和有效的方法为局部搜索,如 2-OPT[9]、3-OPT[10]、LK[11] 、循环 LK[12]等.通常这两类算法结合

起来使用,用环路构造算法来构造初始解,而用环路改进算法改进这个初始解.Arora[13]对欧氏空间的 TSP 问题

提出了多项式时间的近似策略,这也是近年来在近似算法的研究中所取得的一项重要进展.但是,当问题规模很

大时,现有的算法都不甚理想. 
本文在对 TSP 问题进行分析的基础上,通过对全局最优解和局部最优解中的边之间关系的分析,发现通过

简单的对局部最优解进行相交操作,能以较大概率得到全局最优解中的边.称这些边为全局最优解中的部分解,
通过这些部分解可以极大地降低原 TSP 问题的规模,而并不降低搜索的性能.我们称此方法为归约方法.但在实

验中发现,只经过单步归约后,较大的TSP实例仍然很大,对其直接用已知的较好的启发式算法求解,仍然不能在

较短的时间内得到高质量的解.因此,我们想到了用多次归约的方法,并提出了一种新的多级归约算法,称为

multilevel reduction 算法.该算法分为 3 个阶段:实例多级归约阶段、实例求解阶段和实例恢复阶段.我们用该算

法测试了 TSPLIB(traveling salesman problem library)[14]中的典型实例,与已知最好的求解 TSP 问题的局部搜索

算法作了比较,发现这种多级归约算法无论在求解质量还是在求解时间上均较大地改进了已知算法. 
本文第 1 节是多级归约算法的基本思想及其理论分析.第 2 节是算法描述及其实验细节.第 3 节给出实验

结果.第 4 节得出结论. 

1   多级归约算法的基本思想及理论分析 

1.1   用FDC方法分析TSP问题 

FDC(fitness distance correlation)分析方法是分析组合优化问题的一种重要方法.FDC 分析的目标在于发现

局部最优解的适应度与其到最优解的距离之间的相关性.其基本原理如下:对于一个给定的组合优化问题(不妨

设为一个最小化问题,如 TSP 问题)的实例 I ,定义一个三元组 ),,( dfSL = 来描述与该实例相关的解及其特性.
其中, 为对应于该实例的解集合;适应度函数 为解空间到实数空间上的映射(常取为目标函数);距离S RSf →:
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函数 满足以下条件 :RSSd →×: ,,, Stus ∈∀ 有 ,0),( ≥tsd ,0),( tstsd =⇔= ),,(),(),( tudusdtsd +≤ ≤mind  
成立.对于局部搜索算法,一般定义两个解之间的距离为从一个解通过局部搜索到达另一个解所需

要的最少步数.由于特定的局部搜索方法的距离难以得到,一般用解的编码之间的 Hamming 距离定义:设问题

的解可以表示为向量

max) d≤,( tsd

jnjj xxs ...1= ,则定义 ∑ ≤≤
= ni x1 [)( ≠ ii x21 ]H s1,

,(VL

s2

)E

d .在 TSP 问题中,Hamming 距离为一条环路

上与另一条环路的不同边的数量. 
= S= }),(| mindssd =′,{ SSssE ×∈〉′〈= s

)(s ′)(, sfGs L ≤∈〉′,s∀〈 s
)(IdLOCAL )(ILOCAL I )(IOPT

)(I)( LOCALIOPT ⊆,d∀

定义该实例的适应度地貌为图 G ,其中 V , .对于解 ,若
,则f 为该距离定义(或局部搜索方法)下的局部最优解,简称为局部最优解,记其集合为

,简记为 .称适应度函数值最小的解为 上的全局最优解 ,记其集合为 ,显然有

. 

下面以 TSP 问题为例.我们取 TSPLIB 中的典型实例 att532 和 pr2392(数字代表实例大小,字母代表实例名

称)为实验样本,用常用的 D.S.Johnson 的 Concode 代码[15]中的 LK 算法取 3 000 次随机实验得到的结果如图 1
所示. 
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Fig.1  FDC analysis figure of typical TSP instances att532 and pr2392 in TSPLIB 
图 1  TSPLIB 中的典型实例 att532 和 pr2392 的 FDC 分析图 

于是有如下简单的结论:局部最优解到全局最优解的距离基本上为定值,而基本上与其环路长度无关.对实

例 pr2392 来说,局部最优解到全局最优解的距离在 500 左右,问题规模为 2 392.对实例 att532 来说,局部最优解

到全局最优解的距离在 100 左右,而问题规模为 532.经过归一化之后,我们发现不同实例的共同特性是,局部最

优解到全局最优解的距离均在问题规模的 1/5左右,即局部最优解中有 80%左右的边是全局最优解中的边,并提

出了相应的“大坑原理”.Merz 等人在此原理的基础上设计了 DPX 交叉算子[16],其性能很好.该方法在遗传局部

搜索算法 GLS 算法中应用得较为成功. 

1.2   多级归约算法的基本思想 

在 TSP 问题中,解是特殊的边集合.注意到集合的两种基本操作:交和并都只需线性时间来完成.根据上面

的分析(一般 LK 算法得到的局部最优解到全局最优解的距离在问题规模的 1/5 左右),我们面临的问题是如何

用较小的代价来保存易于在局部最优解中得到的全局最优解中的边.这自然可以用简单的并和交的操作来完

成.我们对 TSPLIB 中的几个典型实例的局部最优解进行求交集的操作,所得到的实验结果如图 2 所示.显然,多
个边集合的交可以增加全局最优解的边的比例.但是,减小这些边的数量,可以看到,随着局部最优解数量的增

加,交集的大小缓慢地减小,同时,全局最优解的边所占的比例迅速增长,并很快趋近于 1. 
我们从与以上思路相反的角度出发,考虑能不能得到一个部分解,使得其中的所有边以极大的概率在全局

最优解中出现.一个最简便的方法就是考虑局部最优解的交集,从而可以得到一个所有边都在全局最优解中出

现的部分解.于是,我们没有必要在整个状态空间中进行搜索,而只在这个部分解被固定的子空间中搜索.这样

也就降低了原始空间的规模,即降低了 TSP 实例的大小.一次性的归约对于一般的较小实例可能是很有效的,而
对于大规模的实例,我们取 TSPLIB 中的几个较大的实例进行归约分析(数字代表实例大小,字母代表实例名

称),如图 3 所示(图中纵坐标为归约后的实例规模与原始实例规模的比值). 
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Fig.2  The property of intersections of local optimal tours 
图 2  多个局部最优解的交的特性 
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图 3  多级归约的实例规模分析 

The number of reductions 
0 

In
st

an
ce

 s
ca

le
 

我们可以看到,一次的归约不能把大规模实例约简到足够小的规模,对 pla33810来说,只能将实例规模降到

原来规模的 36%左右,对 rl11849 来说,也只能降到原来规模的 30%左右,这时的规模仍然很大.由于已知的局部

搜索算法对小规模的实例很有效,但对大规模的实例的运行时间及求解质量不十分理想,在这种情况下对经过
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一次归约后的实例直接用已知的算法求解,不一定能得到高质量的解.为此,我们设计了不断地约简问题规模的

多级归约算法.其主体思想是,通过稳定的部分解进行多级归约,不断地降低问题规模,在小规模的实例上用成

熟的算法得到较好的解,然后按归约的相反顺序逐步拼接部分解,最终得到一个合法的解.图 4 描绘了多级归约

算法的主要思想. 
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图 4  多级归约算法主体思想描述图 
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2   多级归约算法描述及其合法性证明 

2.1   多级归约算法描述 

算法. Multilevel Reduction Algorithm. 
输入:TSPLIB 中的典型实例; 
输出:TSPLIB 中的典型实例的解. 
Begin 
初始化(对当前实例求解一个用于被归约的局部最优解,记为 A); 
 (1) 实例的多级归约 
  while (当前实例规模不是足够小) do 
   对当前实例规模生成 Rs 个局部最优解记为 Bi(i=1,2,…,Rs); 
   由 Bi 和 A 求交得到部分解 P; 
   A=A−P; 
   用部分解 P 对当前实例进行归约,减小其规模从而生成新的实例; 
   endwhile 
 (2) 用已知算法直接求解当前实例(解记为 I) 
 (3) 恢复当前实例的解到原实例的解 
  while (当前实例规模≠原实例规模) do 
   I=I+P; 
  endwhile 
End. 

2.2   算法合法性的证明 

在 TSP 问题中,给定图 G ),,( WEV= ,其合法的解是一条不重复地访问V 中所有顶点的 Hamilton 环路,记为

,其中〉〈= nvvvT ,...,, 21 ji vvnji ≠≤≠≤∀1 , 且对 Evvni nii ∈〉〈≤≤ +1)mod(,,1 ,其中 nVT == .而一个合法的部分解

是 k 条没有公共顶点的简单路径 〉==〈= iliii tvv ,2, ,..., {Piv 1, ,ii sp 的集合 }ki1|ip ≤≤= .显然,任何一个合法解都可

以被划分为多个部分解之和.在TSP问题中,多个合法解的交集构成一个合法的部分解.为了描述上的方便,我们

将单个的顶点描述为起点和终点一致的简单路径,令 ),,( WEVG ′′′=′ ,使得 G′为 去掉部分解 P 的子图,在 ′上
定义简单的映射为O

G G
isi =)( , itO i =)( .此时,重新定义 G 上的距离函数为 

otherwise
)()( if

    
,0

),,(
),(

uOvOvuw
uvw I ≠





=〉〈′ , 

其中 为原来定义两点在 G 上的距离 (对所有的Iw Ee∈ ,有 ).显然 ,如果在 中 , ,则

,则边 将出现在 G 的局部最优解 s′中.对 ,其中 或

, 为长度大于 0 的局部最优解中的边.π为[1,k]上的一个置换.按 s′中 e 的次序重排 ,

显然, (此处为了方便描述,用边的集合来表示一个 TSP 问题的解)为原问题 G

的一个合法解. 

0>Iw

〈= )1(eπ

G′

〉∂
*

)(m

)()( vOuO =

〉〈= iii tse ,0( =〈′w

〉=ie *e∂

〈 (pπ

), 〉uv

〈 ii st ,

=T

〉〈= vue ,

),...,1 mj =

∂
*

()(k ep Uπ

′

〉

′ ∂
*

1)( ,...,,..., k eees ）（π

(|)( j

1)1 ,...,

ip

∂
*

)() ,..., me

随着局部最优解的数目 Rs 的增多,其中的边在全局最优解中出现的概率越大,而部分解的规模越小,归约后

的搜索速度越慢.所以,对于一定的时间限制而言,对用于归约的局部最优解的数量的选择是需要调整的.这是

一个参数调制问题,下一节将给出结果. 

3   实验结果与比较分析 

本文实现了用多级归约算法求解 TSP 问题,实验环境是 PⅢ550Mhz 微处理机,512MB 内存,操作系统为

Turbo_Linux4.0.我们对 TSPLIB 中的典型实例进行了测试(各运行到 20 次时的结果),对于基于并发多级归约的
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算法, 是个关键参数. 越大,每次循环得到的解的质量越好,但循环一次的时间也越长.当 时,算法的运

行时间是我们无法接受的.为了提高算法的速度,在实现中我们取

sR sR 3≥sR
2=sR ,即只保持两个用于归约的解. 

作为比较,本文在相同的实验环境下运行了循环 LK 算法(当前最有效的基于局部搜索的算法之一),并在相

同的实例上测试了我们的算法,将实验数据按照小规模的实例、中等规模的实例和大规模的实例分别与循环

LK 所得到的数据作了比较,其结果见表 1~表 3. 
Table 1  Experiment results of multilevel reduction and iterated LK on small TSP instances over 20 runs 

表1  多级归约算法和循环LK算法在小规模实例上运行20次的实验结果 

TSP instance Quality of the tour 
(mean) 

(Distance to optimal)/ 
optimal 

Running time (s) 
(mean) 

Name Global optimal tour Multilevel reduction (MR) Iterated LK (ILK) MR ILK MR ILK 
D493 35 002 35 002 35 004 0.000 0 0.000 0 7.43 171.10 
U574 36 905 36 905 36 905 0.000 0 0.000 0 7.67 9.30 

Pcb442 50 778 50 778 50 778 0.000 0 0.000 0 2.65 8.47 
Rat575 6 773 6 774 6 777 0.000 0 0.000 0 10.48 91.13 
Ali535 202 310 202 339 202 339 0.000 1 0.000 1 21.14 30.53 

Table 2  Experiment results of multilevel reduction and iterated LK on middle TSP instances over 20 runs 
表2  多级归约算法和循环LK算法在中等规模实例上运行20次的实验结果 

TSP instance Quality of the tour 
(mean) 

(Distance to optimal)/ 
optimal 

Running time(s) 
(mean) 

Name Global optimal tour Multilevel reduction (MR) Iterated LK (ILK) MR ILK MR ILK 
Pr1002 259 045 259 045 259 045 0.000 0 0.000 0 56.68 60.01 
Fl1400 20 127 20 127 20 127 0.000 0 0.000 0 38.37 41.05 
Fl1577 22 249 22 249 22 249 0.000 0 0.000 0 84.59 433.70 

Vm1084 239 297 239 311 239 320 0.000 1 0.000 1 48.47 112.15 
Vm1748 336 556 336 556 336 556 0.000 0 0.000 0 470.72 991.79 
Rl1304 252 948 252 948 252 948 0.000 0 0.000 0 22.14 52.21 
Rl1323 270 199 270 199 270 199 0.000 0 0.000 0 137.01 313.90 

Pcb1173 56 892 56 893 56 892 0.000 0 0.000 0 115.79 120.44 

Table 3  Experiment results of multilevel reduction and iterated LK on large TSP instances over 20 runs 
表3  多级归约算法和循环LK算法在大规模实例上运行20次的实验结果 

TSP instance Quality of the tour 
(mean) 

(Distance to optimal)/ 
optimal 

Running time (s) 
(mean) 

Name Global optimal tour Multilevel reduction (MR) Iterated LK (ILK) MR ILK MR ILK 
Rl11849 923 368 925 421.7 926 076.7 0.002 2 0.002 9 906.05 950.78 
Rl5915 565 530 565 896.2 566 408.8 0.000 6 0.001 6 40.54 41.15 
Fl3795 28 772 28 779.4 28 808.6 0.000 2 0.001 3 85.356 85.36 
D2103 80 450 80 498.4 80 664.0 0.000 6 0.002 7 238.84 284.35 
U2319 234 256 234 420.6 234 519.0 0.000 7 0.001 1 1216.33 1217.15 
U2152 64 253 64 281.0 64 305.6 0.000 4 0.000 8 173.98 173.98 

对于中小规模的实例(见表 1 和表 2),多级归约算法无论是在运行时间还是在求解质量上,均优于循环 LK
算法.对于大规模的实例,要想求得全局最优解,所需的时间很长且对内存的要求也很高.由实验环境所限,我们

对多级归约算法和循环 LK 算法在运行时间相同且循环 LK 算法求解精度较好的情况下,比较它们的解.可以看

出,多级归约算法的解其质量明显优于循环 LK 算法. 

4   结  论 

本文在对 TSP 问题进行分析的基础上,通过对全局最优解和局部最优解中的边之间关系的分析发现,通过

简单的对局部最优解进行相交操作,能以较大的概率得到全局最优解中的边.通过归约这些边,可以极大地降低

原 TSP 问题的规模,并不降低搜索的性能.同时,在实验中发现,经过单步归约后,较大的 TSP 实例仍然很大,直接

用已知的较好的启发式算法对其求解,仍然不能在较短的时间内得到高质量的解.因此,我们给出了一种新的多

级归约算法,并用该算法测试了 TSPLIB 中的典型实例.结果显示,我们的算法无论在求解时间上还是在求解质

量上,与当前求解 TSP 问题的最好的局部搜索算法相比都有所改进. 
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