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摘要: 利用最佳平方逼近的 Legendre 多项式来逼近基曲线的法矢曲线,计算出各控制顶点的偏移向量,由此产
生偏移控制多边形来得到等距曲线的逼近曲线.通过与 Tiller,Cobb,Coquillart和 Elber等多种基于控制顶点偏移
的等距逼近法的比较,表明此方法中曲线的离散次数和控制顶点数最少.此方法简单、直观,而且等距逼近曲线
的表达式与原曲线具有相同形式,因而有很好的应用前景. 
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曲线曲面的等距计算(offsetting)是 CAD/CAM 系统中的一个重要几何运算,在数控加工、道路设计、汽车
车身设计等工业领域中有着广泛的应用,因而受到众多学者的重视[1,2].其中等距曲线是等距问题中的基本问
题,研究文献非常丰富.然而,等距运算是一个非常困难的几何运算,与基曲线曲面相比,等距曲线曲面形式复杂,
具有非常高的代数次数,此外还有许多实际应用问题需要解决. 

对于平面正则参数曲线 C(t)=(x(t),y(t)),它的有向距离为 d 的一条等距曲线可以表示为 Cd (t)=C(t)+d·N(t),

其中 22 )()())(),(()( tytxtxtyt ′+′′′−=N 为 的单位法向量.由于法向量的分母中出现根式,NURBS 曲线的

等距曲线一般不再是 NURBS 曲线,因而不能由常用的 CAD/CAM 系统来有效地处理.为此,用简单曲线去逼近

等距曲线是首选的一个有效办法. 

)(tC

等距曲线的逼近方法主要有以下 3 种类型[3]:(1) 偏移控制顶点的方法[4~7].其基本思想是直接偏移基曲线
的控制顶点,然后用偏移得到的控制多边形构作逼近基曲线的等距曲线.(2) 插值拟合方法[8~12].例如:Klass[8]和

Hoschek[9]利用三次 Hermite曲线来逼近等距曲线;Pham[10]利用等距曲线上的采样点插值,反求三次 B样条逼近
曲线的控制顶点;Elber和 Cohen[11]利用 NURBS曲线的和与积来表示误差函数,在最大误差值处离散曲线;Peigl
和Tiller[12]首先判断基曲线上的直线段或圆弧段部分,然后根据曲率大小对其他曲线段部分的等距曲线采样,再
利用 NURBS曲线插值.(3) 包络方法.Lee等人[13]用二次 Bézier曲线逼近圆周,然后将此逼近曲线沿基曲线扫掠
所得的包络线作为等距逼近曲线. 
为保持造型系统的数据结构和几何算法的统一性,等距逼近曲线常用与基曲线同类型的曲线来逼近.在以

上 3类逼近方法中,基于控制顶点偏移的方法简单、直观,几何意义明显,逼近曲线的表达式与原曲线形式相同.
但迄今为止,国际上此类方法都不具备有效的手段来控制误差.本文从分析此类方法的误差出发,建立了基曲线
法矢曲线的最佳平方逼近,进而偏移基曲线的控制多边形使逼近误差达到最小.通过与各种方法[4~7]的反复试
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算比较可知,本文的方法在曲线的控制顶点个数和误差收敛速度上大大优于 Tiller,Cobb,Coquillart,Elber等人的
方法,并且计算稳定可靠,精度可任意控制,可满足实际造型系统的需要. 

1   基于控制顶点偏移的等距曲线逼近方法的分析 

在 CAD/CAM 中,一般用 NURBS 形式 C ,t∈[0,1]来表示曲线,式中控制顶点 (i=0,1,…,n)

构成控制多边形,R
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i,n(t)为调配(blending)基函数.如果我们把 偏移一定距离得到新顶点 ,则 NURBS 曲线

可作为等距曲线 的逼近曲线(如图 1所示). 
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偏移控制顶点的逼近方法几何直观性强,10 多年来有
许多国际著名学者都在使用这种方法进行研究工作.Tiller
和 Hanson[4]将控制多边形的各边朝其垂直方向平移距离

,再把相邻平移边的交点作为新顶点构成控制多边形以
生成等距逼近曲线.Cobb
d

[5]将控制顶点 偏移iP d )( iξN⋅ ,其
中 iξ 为曲线上与点 距离最近的那一点的参数,iP )( iξN 为

此点的单位法向.Coquillart[6]改进了 Cobb的方法,考虑了点
与控制节点iP )i(ξC iD间的距离 和曲线在点 )i(ξC 处的曲
率 iκ ,将点 沿方向iP )i(ξN 偏移距离 )1( iD⋅id +κ .Elber 和

Cohen[7]以 Cobb 方法得到的控制多边形为初值 ,利用点
)i(ξC 的误差值调整 处的偏移量.如此迭代进行,使逼近

曲线收敛到真正的等距曲线.上述 4 种方法操作简单,但都只是利用采样点的误差值来估计误差,通过进一步离
散曲线以减少误差,因而不易控制误差.为此,我们将精确分析这一误差,引出对等距曲线作最优逼近的一个算
法设计. 
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Fig. 1  The control polygon by shifting 
the control points of the base curve 
图 1 偏移控制顶点得到控制多边形 

2   等距曲线控制顶点偏移的最优逼近方法 

2.1   基于控制顶点偏移的等距曲线逼近的误差分析 

为使讨论简单,不妨设曲线 C 以 Bernstein 基 作为调配基函数 ,且设控制顶点 偏移向量

得到点向量 ,
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2.2   法矢曲线的最佳多项式逼近的导出 

由式(1)可知,若 能很好地逼近 ,则 的误差曲线 将很小.因此,问题转化为如何寻求一条

次数不高于 的多项式曲线 逼近法矢曲线 .在逼近论中,利用多项式逼近解析函数有许多方法.经试
验比较,我们发现 Legendre 最佳平方逼近多项式 {
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2,1),( =itL i 效果最为理想.它是由幂基函数以权函数
1)( =tρ 正交化产生出来的,可以由以下递推式得到[14]: 

 ,...2,1    ),()()12()()1(      ,)(     ,1)( 1110 =−+=+== −+ itiLttLitLittLtL iii  (2) 
函数 按 Legendre多项式 { 展开的 n次多项式为 ]1,1[)( −∈Ctf ),...}(),(),( 210 tLtLtL
 )(...)()()( 1100 tLatLatLatS nnn +++= , (3) 
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由逼近论可知, 就是 在 [)(tSn )(tf ]1,1− 上的 n次最佳平方逼近多项式. 
据此,我们首先构作法矢曲线 的 次最佳平方逼近多项式曲线 )(tdN n
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把偏移曲线化为 Bézier 形式 ,就可以得到基曲

线C 的控制顶点 的偏移向量 , . 
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2.3   追加端点约束的多项式逼近 

上述得到的偏移曲线 并不能插值 的首、末端点,这在曲线离散时是不实用的.下面我们给出一种

产生保端点插值的 n次近似最佳平方逼近多项式的方法. 
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若 是 的最佳逼近 ,则 成为 的最佳逼近 .因为
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其中 t 为 的 次近似最佳逼近多项式,并且满足端点插值条件.类似地,我们还可得到保高阶端点插
值的函数 的近似最佳多项式逼近.另外,也可将 Jacobi多项式

]1,0[∈

(tf
)(tf n

) [15]用于带端点约束的多项式逼近中. 

2.4   一般NURBS曲线的等距曲线逼近 

若曲线 C 及其等距曲线 的逼近曲线 C 都以函数)(t )(tdC )(ta
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对于一般的 NURBS曲线,通过插入节点把它变成分段有理 Bézier曲线,用第 2.3节的方法对各段作等距逼

近,就可得到用 NURBS表示的 阶连续的等距逼近曲线,对方法适当作修改也可以保证更高阶的连续性. 0G
必须指出,对具有拐点的基曲线,应首先在拐点处将曲线离散,再对各段分别作等距逼近曲线. 
在本文中,我们利用 Gauss-Legendre数值积分公式[16]来计算相关的积分.这一公式数值稳定而且精度很高,

应用也十分方便,只需对积分函数离散采样就可以进行高精度的积分计算. 
虽然 Legendre多项式逼近有显式的平方误差计算公式(4),但在与其他方法比较时,我们通常取曲线段上的
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若干个测量点进行误差计算.当误差不满足精度时,需要在误差最大点处对此曲线段进行离散. 
现把基于控制顶点偏移的等距曲线最佳逼近算法总结描述如下: 
输入: NURBS曲线 ( ])(tC 1,0[∈t ),等距距离 d ,精度ε. 
Step 1. 将 NURBS曲线C 通过插入节点分解成有理 Bézier段; )(t
Step 2. 对每一曲线段,计算其法矢曲线 ,并把参数区间变换至 [)(tdN ]1,1− ; 
Step 3. 求法矢曲线 的 次多项式逼近曲线,并由此得到偏移曲线 ; )(tdN n )(tD

Step 4. 若所有曲线段都满足精度要求,则转 Step 6; 
Step 5. 将不满足精度的曲线段在最大误差点处离散,转 Step 2; 
Step 6. 将参数区间变回 ,得到各段曲线的控制顶点的偏移向量; ]1,0[

Step 7. 由得到的偏移向量计算控制顶点并构作等距逼近曲线,除去多余的节点. 

输出: 满足精度 ε 要求的等距逼近 NURBS曲线 . )(ta
dC

3   实例比较 

我们将各种基于控制顶点偏移的等距曲线逼近法进行试算比较,各表格中 Til,Cob,Coq,Elb 所对应的列分
别为文献[4~7]中的方法 ,Liu 所对应的列为本文保端点约束逼近法 .另外 ,我们也把本文提出的方法中应用
Chebyshev多项式逼近法向和采样最小二乘逼近法向的结果作比较,所对应的列分别为 Che,Lst. 
以下各例中实线为基曲线,虚线为等距逼近曲线.例 1 和例 2 中的数据取自文献[13].文献[13]中有关于

Til,Cob,Elb 等方法的比较结果的表格,我们将自己的结果加入到这些表格中以进行比较.例 3 中的基曲线及所
有方法的比较结果均由我们得出.试验用机为 SGI OCTANE工作站. 
例 1:基曲线为 3 次 Béizier 曲线 ,其控制顶点为(−0.785938,0.891849),(−0.993306,−0.59695),(0.3,−2.5), 

(0.9,−0.2).曲线等距距离为 0.1=d ,如图 2(a)所示.表 1为在不同误差要求 ε 下,用各种方法得到的等距逼近曲线
的控制顶点数的比较结果. 

(b) An offset approximation for 
a uniform cubic 
B-spline curve 

(b) 三次均匀 B样条曲线的 
等距逼近曲线

(a) An offset approximation for 
a cubic Bézier curve 

 
(a) 三次 Bézier曲线的 
等距逼近曲线 

(c) An offset approximation for a 
degree 6 rational Bézier 

curve with inflexion 
(c) 具有拐点的 6次有理 Bézier 
曲线的等距逼近曲线 

Fig.2 
图 2 

Table 1  Comparison of the number of the control points for Example 1 
表 1  例 1的控制顶点数比较 

ε Til Cob Coq Elb Che Lst Liu 
10−1 10 10 10 10 7 7 7 
10−2 31 31 28 25 22 13 10 
10−3 97 94 88 73 67 19 13 
10−4 322 316 295 205 184 31 19 
10−5 886 865 817 724 544 50 31 

例 2:基曲线为 3 次均匀 B 样条曲线 ,它有 7 个控制顶点 (−3.01619,2.34143),(−3.97193,−2.20842), 
(−1.07045,0.0722807),(0.319568,−2.77522),(−0.152767,2.299),(2.92416,−0.939865)和 (2.8027,3.02775).等距曲线
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距离为 ,如图 2(b)所示.控制顶点数目的比较结果见表 2. 5.0=d
Table 2  Comparison of the number of the control points for Example 2 

表 2  例 2的控制顶点数比较 
ε Til Cob Coq Elb Che Lst Liu 

10−1 25 28 22 19 25 19 19 
10−2 67 73 58 58 55 49 31 
10−3 202 208 193 174 178 85 52 
10−4 640 637 607 417 388 139 94 
10−5 1 918 1 846 1 756 1 357 1 012 241 133 

例 3:基曲线为 6次有理 Bézier曲线,由于它具有拐点,我们首先在曲线的拐点处将曲线离散为两段,然后再
进行等距曲线的逼近,如图 2(c)所示.控制顶点数目的比较结果见表 3. 

Table 3  Comparison of the number of the control points for Example 3 
表 3  例 3的控制顶点数比较 

ε Til Cob Coq Elb Che Lst Liu 
10−1 85 187 31 31 25 25 19 
10−2 493 559 109 73 61 67 31 
10−3 1 237 1 783 355 265 205 175 37 
10−4 4 981 5 749 1 129 727 331 313 55 
10−5 10 258 10 264 3 493 1 567 733 591 97 

由以上 3 例的对比试验可知,本文的方法大大优于其他方法,并且等距逼近曲线的控制顶点数不会随着误
差精度的提高而急剧增长,这在 CAD/CAM 系统中是十分重要的[12].上述比较结果表明,Til 方法和 Cob 方法效
果最差,当精度要求较高时,其等距逼近曲线的控制顶点的数量将非常多,很不利于 CAD/CAM 系统的有效处
理.Coq 方法由于考虑了曲率的影响,所得效果稍好.Elb 方法为在 Cob 方法基础上的一种迭代修正的方法,其改
进效果不大明显. 
另外,我们还对本文的方法就曲线离散次数和误差收敛速度的关系进行了比较.结果表明,我们的等距逼近

方法的误差收敛阶约为 O ,其中 为曲线离散次数.基曲线的次数越高,误差收敛速度越快,这是因为当次
数较高时,Legendre多项式最佳平方逼近的截断误差很小. 

)10( a− a

4   结  论 

基于控制顶点偏移的等距曲线逼近方法具有很强的几何直观性,操作简单,逼近曲线的表达式与原曲线有
相同的形式.我们从分析其误差函数出发,利用最佳平方逼近的 Legendre多项式来逼近基曲线的法矢曲线,计算
出各控制顶点的偏移向量,从而得到等距逼近曲线.大量实例表明,相对于曲线离散次数,本方法的误差呈指数
速率递缩,等距逼近曲线收敛到精确等距曲线的速度非常快.另外,用 Legendre多项式逼近法向也可以不限制其
次数.通过与其他多种方法的比较可知,在一定误差精度下,用本方法得到的等距逼近曲线离散次数最少,控制
顶点数最少,大大优于其他方法,结果十分令人满意,具有很好的应用前景. 
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Abstract: In this paper, an approximation approach is presented for offsetting curve by approximating the 
normal curve of the base curve using Legendre least-square polynomials. After computing the perturbed vectors, the 
offset curve can be obtained by shifting the control points of the base curve. By the comparison with other 
approaches based on shifting control points, such as the methods by Tiller, Cobb, Coquillart and Elber, etc., it shows 
that the approximated offset curve obtained by this approach has the least number of control points and the least 
time of subdivision for the curves. The approximated offset has the same form with the original curve. This 
approach is of intuition and of easy implementation. It has imposing foreground of application. 
Key words: geometric modeling; curve offset; curve approximation; shifting control points; Legendre polynomial 
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